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INTRODUCCION 1

INTRODUCCION

El objetivo principal de este texto es dar a conocer los aspectos més
fundamentales y basicos de la teoria isotdpica de Lie-Santilli més comun-
mente conocida como wsoteoria de Lie-Santillio simplemente isoteoria, para
abreviar. En lo que sigue, nosotros nos referiremos a ella indistintamente,
de una cualquiera de estas tres formas. Asimismo, utilizaremos el término
convencional para referirnos a los conceptos matematicos y fisicos usados
habitualmente.

Para conseguir este objetivo se pretende, de forma general, construir
los levantamientos isotdpicos de las estructuras matematicas basicas, para
llegar posteriormente, a la generalizacion isotopica de las &lgebras de Lie.

Los origenes de esta isoteoria se remontan a 1978, a raiz de un ensayo
realizado por el fisico-matematico de origen italiano Ruggero Maria Santilli
(véase [98]).

Santilli estudia en ese trabajo y en multitud de otros posteriores (véase
la Bibliografia que se presenta al final de este texto) la manera de genera-
lizar las teorias matemaéticas clasicas y sobre todo, sus aplicaciones a otras
Ciencias, en particular la Fisica y la Ingenieria. Esto lo consigue mediante
un levantamiento matematico del elemento unidad en el que esté basada la
teoria matematica en cuestion. Mediante tal levantamiento se obtiene una
nueva teoria, que se caracteriza por poseer las mismas propiedades que la
de partida, si bien la nueva unidad en la que ésta se fundamenta cumple
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ahora unas condiciones mas generales que las de la primera.

Para realizar este proceso, Santilli utiliza un levantamiento particular:
las #sotopias. Por medio de ellas, comienza generalizando en primer lugar
las estructuras matematicas més elementales, a saber, los grupos, anillos y
cuerpos, construyendo de esta forma las primeras isoestructuras matemati-
cas. Posteriormente y mediante otro tipo de generalizaciones, aunque siem-
pre usando las isotopias, Santilli construye las isoestructuras isodualesy las
seudoisoestructuras.

A mediados de los anos noventa del siglo pasado, Santilli sienta las bases
de una generalizacién isotépica que va a suponer un avance definitivo en su
trabajo: el isocdlculo diferencial Con esta nueva herramienta, Santilli pudo
asimismo hacer frente a nuevas generalizaciones, ahora en el campo del
Anélisis Matematico: las isofunciones, las isoderivadas, etc.

Ello le permiti6 a su vez avanzar enormenente en el desarrollo de algunas
aplicaciones fisicas. En concreto, uno de los propositos de Santilli era el
de aplicar la teoria convencional de Lie a resultados practicos en Mecénica
Cuéntica, Dinamica y otros muchos campos de la Fisica, pasando de estudiar
sistemas canonicos, locales e integro-diferenciales a otros, los mas generales
posibles, que fuesen no canonicos, no locales y no integro-diferenciales.

Nuestra aportacion personal a este texto, en la que se muestran las
diferentes isoestructuras mateméticas, asi como la manera de construirlas
mediante levantamientos por isotopias, ha consistido en incorporar una gran
cantidad de ejemplos; sistematizar y ordenar la totalidad de conocimientos
relativos a una misma isoestructura, generalmente bastante dispersos en
la literatura (la mayoria de ellos debidos al propio Santilli, si bien hay
otros de distintos autores); unificar las diferentes notaciones con las que
aparecen estos resultados en la bibliografia existente hasta el momento;
dar nuevas demostraciones de algunos de ellos (en algunos casos, éstas ni
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siquiera existian y los hechos se daban por supuestos) y finalmente, aportar
algunos resultados originales, que permiten dotar a esta isoteoria de una
fundamentacion matematica adecuada, todo lo cual, en nuestra opinién,
contribuye a mejorar, sobre todo desde el punto de vista matematico actual,
el conocimiento existente sobre la misma.

Para ello, se pone especial énfasis en la importancia no solo del levan-
tamiento isotopico del elemento unidad en el que se basa cualquier estruc-
tura matemaética, sino también en el levantamiento isotopico de todas las
operaciones definidas en ellas. De esta forma, se incorporan una serie de re-
sultados que generalizan parte de los ya existentes en la literatura, pues no
solo se trabaja con los cuerpos habituales en Fisica (real, complejo, de cua-
terniones y de octoniones), sino que se consideran conjuntos de elementos
y operaciones que los asocien, que sean los mas generales posibles.

El contenido del presente texto se ha estructurado en 5 Capitulos. En el
Capitulo 1 se indican las definiciones y propiedades més importantes de las
estructuras algebraicas mas conocidas, cuyo levantamiento posterior dara
lugar a la aparicion de las isoestructuras. A pesar de que estas definiciones
y propiedades son ya conocidas, creemos que su exposicion es indispensable
para facilitar una adecuada comprension de los fundamentos de la isoteoria.
Se pone especial énfasis en los fundamentos de las estructuras de dlgebra,
en general, y de dlgebra de Lie en particular, dado que el levantamiento de
esta ultima daréd lugar a la isoestructura denominada isodlgebra isotopica
de Lie.

En el Capitulo 2 de este texto se dan algunas notas biograficas sobre la
obra cientifica de los dos matematicos, que con sus aportaciones han con-
tribuido, el primero indirectamente, y el segundo directamente, al nacimien-
to de la isoteoria: Sophus Marius Lie y el ya tantas veces citado Ruggero
Maria Santilli.
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Los Capitulos 3, 4 y 5 se dedican fundamentalmente al estudio de la
isoteoria de Lie-Santilli. Comienza el Capitulo 3 con la definicién del con-
cepto de isotopia. No obstante, como este nuevo concepto tiene un sentido
demasiado general para lo que se pretende, nos restringiremos al caso de la
wsotopia de Santilli, que serd una herramienta béasica para el desarrollo de
la isoteoria de Lie-Santilli. Se introducen también las definiciones basicas
de los elementos y de las herramientas que van a ser utilizadas en el resto
del trabajo: isounidad, elemento isotdpico, etc.

A continuacién se va realizando una generalizacion, paso a paso, de las
estructuras matematicas basicas. Para ello, en primer lugar, se muestra co-
mo se generalizan isotOpicamente los elementos de una estructura matemati-
ca cualquiera, tomando como ejemplo los elementos de un cuerpo cualquiera
K, para después ir estudiando las isoestructuras, que van tomando cada vez
un mayor grado de complejidad en su construccién. En este Capitulo se es-
tudian en particular los isogrupos, los isoanillos y los isocuerpos.

En el Capitulo 4 se contintia el estudio de la Isoteoria de Lie-Santilli,
realizandose el levantamiento isotopico de estructuras algebraicas mas com-
plejas que las vistas anteriormente. Asi, se estudian en primer lugar los
1soespacios vectoriales y los i1soespacios vectoriales métricos para tratar a
continuacion los isomddulos. Ademés, por considerarlo de gran interés, por
las consecuencias importantes que de ellas se derivan, hemos considerado
también oportuno incluir una secciéon dedicada al estudio de lasisotransfor-
maciones entre isoespacios vectoriales.

Finalmente, en el Capitulo 5 se considera el levantamiento isotopico de
una nueva estructura: las algebras. En una primera seccién se estudian
las isodlgebras y sus subestructuras asociadas: (las isosubdlgebras). En una
segunda seccién se trata el caso particular de las dlgebras de Lie-Santilly,
para terminar con el estudio de algunos tipos de isoalgebras isotopicas de
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Lie, entre ellas las isosimples, isosemisimples, isorresolubles, isonilpotentes
e 1sofiliformes.

Se incluyen también en todos estos Capitulos una gran cantidad de ejem-
plos, casi todos originales, que entendemos son fundamentales para una
adecuada comprension de la isoteoria, ya que a partir de ellos se ha ido
modelando la misma.

Como parte final del texto se indica una extensa Bibliografia en la que,
aparte los textos directamente referenciados en la misma, correspondientes
casi todos ellos a los apartados de mayor contenido matematico de la isote-
oria, también se incluyen otros (sugeridos a instancias del propio Institute
for Basic Research) relativos a las distintas aplicaciones de tipo fisico que
se derivan de la misma, lo que en nuestra opiniéon permite facilitar al lector
interesado una mejor comprensiéon global de los contenidos e importancia
de esta isoteoria en el desarrollo actual de las Ciencias en general y de las
matematicas y de la fisica en particular.

Deseamos finalmente hacer constar el agradecimiento a nuestras respec-
tivas familias por el apoyo que en todo momento nos han prestado, asi
como a los profesores R. M. Santilli y G. F. Weiss, del Institute for Basic
Research (IBR) en Florida (EEUU), por la ayuda que desde el principio nos
han brindado para la redacciéon de este trabajo.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Con el fin de facilitar una adecuada comprension de este texto, se presentan
en este Capitulo las definiciones y propiedades méas importantes de todas
aquellas estructuras algebraicas que al ser levantadas van a dar lugar a las
correspondientes isoestructuras de la Isoteoria de Lie-Santilli

En una primera seccion y en diferentes subsecciones, se recuerdan, den-
tro de las estructuras algebraicas que pudiéramos llamar elementales, los
conceptos de grupo, anillo y cuerpo, asi como sus propiedades mas impor-
tantes.

En la segunda seccién se recuerdan, como estructuras algebraicas mas
generales, los espacios vectoriales y los modulos, indicaAndose también de
ambos sus propiedades més importantes.

En la tercera seccion se hara especial énfasis en la definicion y propieda-
des mas importantes de las dlgebras, en particular de las dglgebras de Lie.

7
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1 Estructuras algebraicas elementales

1.1.1 Grupos

Recordamos que un grupo es una estructura algebraica constituida por un
par (G, o), donde G es un conjunto de elementos {«, 3,7,...} y o es una
ley de composicion interna (operacion) sobre G, verificando las siguientes

propiedades, Vo, 3,7 € G:

1.

2.
3.

Asociativa: (aof)oy=ao(fon).
Existencia de Elemento Unidad I € G tal que aol =Toa = q.

Ezistencia de Elemento inverso Dado a € G, Ja~! € G tal que

-1 _ 1

oo atoa=1.

Si ademas o es conmutativa, es decir, verifica queao3 = foa para todos
a, B € G, entonces G se dice que es un grupo abeliano o grupo conmutativo.

Sea (G, o) un grupo. Se dice que un conjunto H es un subgrupo de G si
se verifican las siguientes condiciones:

1.

2.

HCG.

La ley de composicién o es cerrada sobre H, es decir, « o § € H, para
todos a, f € H.

(H, o) tiene estructura de grupo.

Sean (G,0)y (G, e) dos grupos cualesquiera. Una aplicacion f : G — G’
se dice homomorfismo de grupossi f(ao ) = f(a) e f(B), Vo, € G.

Si ademas f es biyectiva, se dice isomorfismo de grupos. Si G = G, f
se dice endomorfismo y si ademas es isomorfismo, se llama automorfismo.
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1.1.2 Anillos

Se denomina anillo a una terna (A,o,e), donde A es un conjunto de ele-
mentos {«, 3,7,...}, dotado de dos leyes de composicion internas, o y e,
verificAndose Vo, 3,7 € A las siguientes propiedades:

1. (A, o) es grupo abeliano.
2. Asociatividad de o: (e 3) ey = e (Fer).
3. Existencia de Elemento unidad dee: de € A tal que cee =cea = a.

4. Distributividad a izquierda y a derecha:
ae(foy)=(xef)o(aey)
(aof)ey=(xey)o(Jen).

Si ademas se verifica la propiedad conmutativa de o, es decir, siv e 3 =

Gea,Va, 3 € A, se dice entoces que A es un anillo abeliano o conmutativo.

Sea (A, o, e) un anillo cualquiera. Un conjunto B se dice subanillo de A
si se verifican:

1. B es cerrado para las leyes o y o, verificAndose ademés las condiciones
de asociatividad de e y distributividad entre ambas operaciones.

2. (B, o) es un subgrupo de (A4, o).
3. ec B.
Sean (A,o,e)y (A, +, x) dos anillos, de unidades respectivase y €', res-

pecto de las operaciones @ y X, respectivamente. Una aplicacion f : A — A’
se dice homomorfismo de anillos , si Va, 3 € A, se verifican:
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L flae ) = fla) + f(B).
2. flaepf) = fla)x f(B).
3. fle)=¢.

En el caso particular de ser f biyectiva, se dice isomorfismo. Si A = A',
f se llama endomorfismo y en este caso, si ademas f es biyectiva, se dice
entonces automorfismo.

Entre los subanillos hay unos que poseen propiedades especiales: los
ideales.

Sea (A, o, e) un anillo. Un conjunto < se dice ideal de A, si se verifican:
1. (S, 0) es un subgrupo de (A4, o).

2. e ACTIy Ae I C G esdecir,zoeaceFyaer e Ve eJy

Vo € A.

Sea (A, o,e) un anillo cualquiera e & un ideal de A. Se dice que J C &
es un subideal de ' si (J, 0, @) tiene estructura de ideal de A.

El concepto de ideal de un anillo permite establecer a su vez el concepto
de anillo cociente, en la siguiente forma: Sean (A,o,e) un anillo e & un
ideal del mismo. Se denomina anillo cociente asociado a A y a & al conjunto

cociente A/, dotado de las operaciones + y X, verificindose que
I (@+9)+(B+9)=(aoB)+S, Va, 5 € A.

2. (a+ Q)X (b+93)=(axe )+, Va,[ € A
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1.1.3 Cuerpos

Se denomina cuerpo con producto asociativoa la estructura algebraica cons-
tituida por una terna (K, +, x) (que en adelante y por razones del levan-
tamiento posterior al que va a ser sometida denotaremos por K (a, +, X)),
donde K es un conjunto de elementos {a, b, c, ...} (alos que se les denomina
usualmente nimeros), dotado de dos leyes de composicion internas, + y X,
verificindose las siguientes propiedades:

1. Propiedades de adicion:

(a) (K,+) es cerrado: a+b € K, Va,b € K.
(b
(c

(d) Elemento neutro para +: 35 € K tal que a + S = S + a = a,
Va € K.

(e) Elemento opuesto para +: Dado a € K, 3o~ € K, tal que
a+a*=a%+a=2S5.

+ es conmutativa: a +b=b+a, Va,b € K.
+ es asociativa: (a +b)+c=a+ (b+c¢), Va,b,c € K.

)
)
)
)

2. Propiedades de la multiplicacion:

(a) (K, x) es cerrado: a x b € K, Va,b € K.
(b

)

) X es conmutativa: a X b =0 x a Ya,b € K.

(c) X es asociativa: (a x b) x ¢ =a x (b X ¢), Va,b,c € K.
)

(d) Elemento unidad para x: Je € K tal que a X e = e X a = a,
Va € K.

(e) Elemento inverso para x: Dado a € K, Ja~¢ € K, tal que

€ €

axXa “=a  Xa=e.

3. Propiedades de adicién y de multiplicacion:



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(a) (K,+,x) es cerrado: a x (b+¢), (a+b) x c€ K, Va,b,c € K.

(b) Distributividad de ambas operaciones: ax (b+c) = (axb)+(axc),
(a+b)xc=(axc)+(bxc), Va,bceK.

En el caso particular de que la propiedad asociativa de la multiplicacién
estuviese sustituida por las dos siguientes (denominadas propiedades de
alternancia): ax (bxb) = (axb)xby (axa)xb=ax(axb),Va,b,c e K,el
cuerpo se diria con producto alternado, en lugar de con producto asociativo.

1.2 Estructuras algebraicas mas generales

1.2.1 Espacios vectoriales

Se denomina espacio wvectorial sobre un cuerpo K(a,+,X) a una terna
(U,o,9), donde U es un conjunto de elementos {X,Y, Z,...} (a los que se
les llama usualmente vectores, dotado de dos leyes de composicion internas,
oy e, verificAndose Va,b € K,VX,Y, Z € U, las siguientes propiedades:

1. (U,o0,e) es cerrado, siendo (U, o) un grupo.
2. Los 4 axiomas de la ley externa:

ae(be X)=(axb)eX.
«(XoV)=(aeX)o(asY).

a+ ) X=(aeX)o(be X).

= X, siendo e el elemento unidad asociado a K.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

mf\g

Sea (U, o, e) un espacio vectorial sobre el cuerpo K(a,+, x) y conside-
remos n vectores ey, es, ..., e, € U. Se dice que el conjunto f = {e1,...,e,}
es una base de U (y asi, que U es n-dimensional) si:
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1. (B es un sistema de generadores, es decir, VX € U, I\, Ao, ..., N\, € K
tales que X = (A eej)o(Ayeez)o0...0 (N, ®¢,).

2. [ es un sistema linealmente independiente, es decir, dados Ay, . . .,
A\n € K tales que (Ajeeq)o(Ngee)0...0(N,ee,) =S (S es el elemento
unidad asociado a U respecto a o), entonces A\ = o =... =\, =0
(donde 0 es el elemento unidad asociado a K respecto a +).

Sea (U, o, ®) un espacio vectorial sobre el cuerpo K (a, +, x). Un conjunto
W se dice subespacio vectorialde U si W C U y (W, 0, e) tiene estructura
de espacio vectorial sobre K (a, +, X).

Con respecto a las aplicaciones entre espacios vectoriales, recordamos
que si (U,o,e) v (U',A,57) son dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K(a,+, x), una aplicacion f : U — U’ se dice homomorfismo de
espacios vectorialessi, Va € K y VXY € U, se verifican:

L f(XoY)=f(X)Af(Y).
2. flae X)=a<y f(X).

Si f es ademaés biyectiva, se dice isomorfismo. Si U = U’, se dice en-
tonces endomorfismo u operador lineal. En este tltimo caso, si f es ademas
biyectiva, se llama automorfismo.

1.2.2 Mobdulos

Sea (A,o,e) un anillo. Se denomina A-mddulo a un par (M,+), donde
M es un conjunto de elementos {m,n, ...}, dotado de una ley interna +,
al que se le dota a su vez de un producto externo x sobre A, dado por
X : Ax M — M, verificando que:
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1. (M, +) es un grupo, siendo ademés a x m € M, para todos a € Ay
m € M.

2. ax (bxm)=(aeb) x m, para todos a,b € Ay Vm € M.
3. ax (m+n)=(axm)+ (axn), para todosa € Ay m,n € M.
4. (aob) x m = (a xm)+ (b xm), para todos a,b € Ay m € M.

5. e xm = m, Ym € M, siendo e el elemento unidad asociado a A
respecto a la operacion e.

La nocion de submddulo es andloga en su definicion a la de las otras sub-
estructuras anteriores: Sea (A, o, e) un anilloy sea (M, +) un A-mo6dulo, con
producto externo x sobre K. Se dice que un conjunto N es un submddulo de
M si N C My (N,+) tiene estructura de A-modulo, con producto externo
X sobre K.

Se recuerdan a continuacion las definiciones de algunas aplicaciones entre
estas estructuras, asi como una definicion de distancia entre espacios vecto-
riales.

Sea (A,o,e) un anillo y sean (M,+) y (M',A) dos A-moédulos, con
productos externos respectivos X y 37 sobre K. Una aplicacion f : M — M’
se dice homomorfismo de A-modulos si para todo a € A y para todos
m,n € M, se verifican:

L f(m+n) = f(m) & f(n).
2. flaxm)=asy f(m).

Si f es ademés biyectiva, se dice isomorfismo. Si M = M’, se dice
entonces endomorfismo y en este ultimo caso, si f es ademas biyectiva, se
llama automorfismo.
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Sea (U, o, ) un espacio vectorial sobre un cuerpo K (a,+, x). Una apli-
cacion f : U x U — K se denomina forma bilinealsi Va,b € K yVX,Y, Z €
U, se verifican:

L f((asX)o(beY),2) = (a x f(X,2)) + (b x f(Y.2)).

2. f(X.(asY)o(be Z)) = (ax f(X,Y))+(bx f(X,2)).

Sea K (a,+, x) un cuerpo dotado de un orden < y sea 0 € K el elemento
unidad de K respecto de la operacion +. Sea (U, o, ®) un espacio vectorial
sobre K. Se dice que U es un espacio vectorial de Hilbertsi esta dotado de un

producto escalar < .,. >: U x U — K, verificando Va,b € K yVX,Y, Z €U
las siguientes condiciones:

1. 0<< X, X > <X, X>=0& X =0.

2. < X,Y >=<Y, X >, siendo @ el conjugado de a en K, Va € K.

3. <X, (aeY)o(beZ)>=(ax < X,Y >)+ (bx < X, Z >).

Sea (U,o,e) un espacio vectorial (de elementos X,Y,Z,...) sobre un
cuerpo K (a, +, x), dotado de un orden < y siendo 0 € K el elemento unidad

asociado a K respecto a +. Se dice que U es un espacio vectorial métrico si
esta dotado de una distancia métrica d, verificandose VX,Y, Z € U que :

1 0<d(X,X)ydX,Y)=0& X =Y.
2. d(X,Y) =d(Y,X).

3. Desigualdad triangular. d(X,Y) < d(X,Z)+d(Z,Y).

Si en lugar de la primera condicion se tiene la siguiente:

0<d(X,Y) y d(X,X)=0,
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entonces se dice que d es una distancia pseudométricay que U es un espacio
vectorial pseudométrico.

Si 8 = {e1,...,e,} es una base de U y consideramos los n? niimeros
dij = d(e;,e;), Vi,j € {1,...,n}, se dice que la matriz g = (¢sj)ije1,..n} =

-----

es una distancia métrica, o bien que constituye una pseudométrica de U si
d es una distancia pseudométrica. A dicho espacio vectorial métrico se le
denota usualmente por U(X, g, K).

1.3 Algebras

1.3.1 Algebras en general

Sea K(a,+, x) un cuerpo. Se denomina dlgebra sobre K a una cuaterna
(U,o0,e,-), donde U es un conjunto de elementos {X,Y, Z,...} dotado de
dos leyes de composicion internas, o y - y de un producto externo e sobre
K, verificandose Va,b € K y VXY, Z € U, las siguientes condiciones:

1. (U, o, e) tiene estructura de espacio vectorial sobre K (a, +, X).
2. (aeX) - Y=X -(aeY)=ae (X Y).

3. () X - (YoZ)=(X -Y)o (X -2)
(b) (XoY)- Z=(X-Z)o(Y-2)

Si la operacion - es conmutativa, es decir, si VX,Y € U, se verifica
XY =Y X, entonces U se dice dlgebra conmutativa. Si la operacion - es
asociativa, es decir, si VX,Y, Z € U, se verifica X - (Y - Z) = (X -Y) - Z,
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entonces U se dice dlgebra asociativa. SiVX,Y € U, se verifica X - (YY) =
(X-Y) Yy (X -X)-Y=X-(X-Y), se dice que U es una dlgebra
alternada. Finalmente, si S € U es el elemento unidad de U respecto a la
ley o, diremos que U es un dlgebra de divisionsi VA, B € U, con A # S, la
ecuacion A - X = B tiene siempre solucion.

El concepto de subdlgebra se define de forma anéloga al de otras sub-
estructuras ya vistas, asi, si (U,o,e,-) es un algebra sobre K(a,+, X), un
conjunto W se dice subdlgebra de U si W C U y (W, 0, e, ) tiene estructura
de &lgebra sobre K(a,+, X).

Sean finalmente (U,o,e,-) y (U',A,x7,>) dos algebras definidas sobre
un cuerpo K(a,+, x). Una aplicacion f : U — U’ se dice homomorfismo de
dlgebras si, VX,Y € U se verifican:

1. f es un homomorfismo de espacios vectoriales restringido a las opera-
ciones o y e.

2 F(X-Y) = f(X) > f(V).

De forma anéloga, asimismo, a los anteriores homomorfismos, se definen
los conceptos de isomorfismo, endomorfismo y automorfismo de algebras.

1.3.2 Algebras de Lie

Sea (U, o, e,-) un algebra sobre un cuerpo K(a,+, x). U se dice dlgebra de
LiesiVa,be K yVX,Y,Z € U se verifican:

1. - es una operacion bilineal, es decir, se verifican:

(a) ((aeX)o(beY))-Z=(ae(X-Z))o(be (Y- 2)).
(b) X-((aeY)o(beZ))=(ae(X-Y))o(be(X-2)).
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2. - es anticonmutativo, es decir X - Y = —(Y - X).

3. Identidad de Jacobi (X -Y)-Z)o((Y-Z) - X)o((Z-X)-Y)=S5,
donde S es el elemento unidad de U respecto a o.

Sea (U, o0, e, ) un algebra sobre un cuerpo K (a,+, x). U se dice dlgebra
admisible de Lie si con el producto conmutador [.,.] asociado a - es un
algebra de Lie, estando definido dicho producto segun: [X,Y] = (X -Y) —
(Y - X), para todos X,Y € U.

Para facilitar la lectura del resto de esta seccion, en lo que sigue, con-

vendremos en que £ = (U, 0, e, ) representard un algebra sobre un cuerpo
K(a,+, x).

El algebra de Lie £ se dira real o compleja, segin sea el cuerpo K aso-
ciado a ella. Asimismo, los conceptos de dimension y base de L se definen
como los correspondientes del espacio vectorial subyacente a L.

Si {e1,...e,} es una base de L, entonces se tiene e; - e; = Y ¢)'; - ey,
para todo 1 < 4,5 < n. Por definicion, a los coeficientes cﬁfj se les denomina
constantes de estructura o constantes de Maurer-Cartan del dlgebra. Estas
constantes de estructura definen el algebra y verifican las dos siguientes
propiedades:

1. ci-fj = —cﬁi
2. 22(c e p 0 0 ¢ cry) = 0.

De ambas se deduce que la operacion - es distributiva y no asociativa.
Se prueban facilmente los siguientes resultados:

1. Si K es un cuerpo de caracteristica nula, entonces X - X = 6: para
H
todo X € L, donde 0 es el elemento unidad de £ respecto a o.
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— — —
2.X-0=0-X= 0, para todo X € L.

3. Si los tres vectores que forman una identidad de Jacobi son iguales o
proporcionales, cada sumando de esa identidad es nulo.

Sean £y L' dos algebras de Lie sobre el mismo cuerpo K. Se dice que
®: L — L' es un homomorfismo de algebras de Lie si ® es una aplicacion
lineal tal que (X -Y) = &(X) - ¢(Y), para todos X,Y € L. Se denomina
nicleo del homomorfismo ® al conjunto de los elementos X del algebra,
tales que ®(X) = 0.

Sea L un algebra de Lie. Se denomina subdlgebra de Lie de £ a todo
subespacio vectorial W C L tal que X - Y € W, para todos X, Y € W y se
dice que & es un ideal de £ si & es una subalgebra de £ tal que X - Y € G,
para todo X € Sy para todo Y € L (es decir, si §- L C J). Se prueba que
dada un &lgebra de Lie £, tanto el conjunto constituido por su elemento
unidad como la propia algebra, son ideales de ella misma. Asimismo, son
también ideales del algebra tanto su centro (es decir, el conjunto de ele-
mentos X € L tales que X - Y = W, para todo Y € L) como el nucleo de
cualquier homomorfismo del algebra.

Dadas £; y £’ dos algebras de Lie, se denomina suma de ambas al
conjunto {S=Xo X' | X € Ly X' € L'} y se dice que la suma es directa
si se verifican LN L' = {6)} = L- L. Al conjunto suma directa de algebras
se le notara por L& L' y se prueba que en una suma directa L = L& L' de
algebras de Lie, todo elemento X € L” puede escribirse, de manera tnica,
como X = Xj0 Xy, con Xy € Ly Xy € L. Es facil ver que tanto la suma,
como la interseccion y el producto (corchete) de ideales de un algebra de
Lie son también ideales del algebra.

Si £ es un algebra de Lie, se denomina dlgebra derivada de L y se re-
presenta por L- L al conjunto de elementos de la forma X -Y, con XY € L.
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Un ideal & de un algebra de Lie £ se dice conmutativosi X - Y = 6),
para todo X € § y para todo Y € L. A su vez, un algebra de Lie se
dice conmutativa si considerada como ideal es conmutativa. De las dos
definiciones anteriores sigue de forma inmediata que un algebra de Lie es

conmutativa si y s6lo si su algebra derivada es nula.

Existen varios tipos de 4lgebras de Lie. Un algebra de Lie se dicesimple
si no es conmutativa y los inicos ideales que contiene son los triviales, mien-
tras que se dird semisimple si no contiene ideales conmutativos no triviales.
Obviamente, toda algebra de Lie simple es semisimple.

Es facil probar que toda algebra de Lie semisimple es suma directa de
algebras de Lie simples y que toda algebra de Lie semisimple L verifica que
L-L=L.

La clasificacion de las algebras de Lie simples complejas data de finales
del siglo XIX (Killing, Cartan, etc) y es la siguiente:

1. Algebras de Lie del conjunto especial lineal.
2. Algebras de Lie ortogonales impares.

3. Algebras de Lie simplécticas.

4. Algebras de Lie ortogonales pares.

5. Ademas, existen cinco algebras simples no contenidas en ninguno de
estos grupos y que se denominan ezdticas.

Otros tipos de algebras de Lie son las resolubles y las nilpotentes. Las
primeras se definen de la siguiente forma: sea £ un algebra de Lie. L se
dice resoluble si se verifica que en la sucesion

£1:£, ﬁgzﬁ‘ﬁ, ﬁgZEQ'EQ,...,;Ci:Ei,l'Ei,l,...
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(llamada sucesion de resolubilidad), existe un nimero naturaln tal que £,, =
%

{0}. El menor de estos ntimeros verificando esta condicion se denomina

indice de resolubilidad del algebra.

Anélogamente, un ideal del algebra se dice resoluble si, al formarse la
H
sucesion de resolubilidad correspondiente, existen € N tal que S, = { 0 }.
Al respecto, se prueban los siguientes resultados:

1. Si £ es un algebra de Lie, entonces L; es ideal de £ y de £, 1, para
todo 7 € N.

2. Toda subalgebra de un algebra de Lie resoluble es resoluble.

3. La interseccion, la suma y el producto de ideales resolubles de £ son
también ideales resolubles de L.

Consecuencia de este tltimo resultado es que la suma de todos los ideales
resolubles de un algebra de Lie es también un ideal resoluble del algebra, que
se denomina radical de Ly que se denota por rad(L). En el caso particular
de ser £ semisimple, entonces rad(L) = {6)}

Con respecto al segundo tipo de dlgebras de Lie antes mencionadas, un
algebra de Lie L se dice nilpotente si en la sucesion

L'=L, [2=L-L, L35=02L,.. .  Ci=L7 7 ...

(llamada sucesidn de nilpotencia), existe un niimero natural n tal que £" =
ﬁ

{0}. El menor de estos nimeros naturales verificando esta condicion se

denomina indice de nilpotencia.

Anéalogamente a lo que ocurria con las algebras de Lie resolubles, un

ideal & de L se dice nilpotente si al formarse la sucesion de nilpotencia de
H

3, existe n € N, tal que " = { 0 } y también se verifican que la suma de
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dos ideales nilpotentes de un algebra de Lie es otro ideal nilpotente y que
toda subalgebra de un algebra de Lie nilpotente es nilpotente. Mas aun, se
tiene que toda algebra de Lie nilpotente no nula tiene un centro no nulo.

A la suma de todos los ideales nilpotentes de un algebra de Lie £ se
la denomina nihil-radical de L y se denota por nil — rad(L). Al respecto,
se prueban que el nihil-radical de un éalgebra de Lie (no necesariamente
nilpotente) es también un ideal nilpotente del algebra y que el nihil-radical
esta contenido en el radical del algebra.

Un resultado que viene a relacionar algunos de los conceptos definidos
anteriormente es el siguiente: un algebra de Lie compleja es resoluble si y
solo si su algebra derivada es nilpotente. Haremos uso de él cuando veamos
el levantamiento isotopico de las algebras de Lie.

Finalmente, recordamos la definicién y algunas propiedades de un sub-
conjunto particularmente importante de las algebras de Lie nilpotentes, que
también sera tratado en el levantamiento posterior que se realice. Se trata
de las algebras de Lie filiformes (obtenidas por Vegné en 1966). Su defini-
cion es la siguiente: sea £ un algebra de Lie nilpotente. Se dice que L es
filiforme si verifica que

dimL*=n—2,...,dimL =n—i,...,dimL" =0
siendo dim L = n.

En toda algebra de Lie filiforme se prueba la existencia de una base
{e1,...,e,}, denominada base adaptada, que verifica

ep-ea=0, er-ep=e,1 (h=3,....n), es-e,=0 (h=2,...,n).

Sea £ un algebra de Lie filiforme. Se definen los invariantes i y j del
algebra (invariantes en el sentido de no depender de la base adaptada elegida
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en el algebra), segun:

i=inf{k € Z ey en# 0 k> 1}

j=inf{keZ| ey ern1 #6)}

quedando relacionados ambos invariantes por las siguientes desigualdades:
4<i<j<n<2j-—2.

y probandose asimismo ademés que toda algebra de Lie filiforme comple-
ja queda definida respecto de una base adaptada, si se conocen bien los
productos ey - e, parat < h < n — 1 o bien los productos e - ex11, para
7] <k<n.
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Capitulo 2

EVOLUCION HISTORICA DE
LAS TEORIAS DE LIE Y DE
LIE-SANTILLI

En este Capitulo se indican algunas notas biograficas sobre la vida y obra
cientifica de dos insignes matemaéticos, que con sus aportaciones han con-
tribuido a un gran desarrollo no sélo de las Matemaéticas, sino también de
otras ciencias relacionadas, fundamentalmente la Fisica y la Ingenieria.

El primero de ellos, quizas no tan suficientemente conocido como debiera
y al que por regla general, no se le ha dado la importancia que realmente
merece, es Sophus Marius Lie (Norfjordeid (Noruega) 1842 - Cristiania
(actual Oslo) 1899), sin ninguna duda uno de los mas grandes matematicos
del siglo XIX. Notable no so6lo por sus descubrimientos matematicos, que
dieron lugar a la hoy conocida como Teoria de Lie, sino por las innume-
rables aplicaciones de los mismos a la Fisica y a la Ingenierfa sobre todo,
que han supuesto extraordinarios avances en el desarrollo posterior de estas
disciplinas. Se dice que de él llegd a afirmar el genial Albert Einstein que

25
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"sin los descubrimientos de Lie, probablemente no habria nacido la Teoria
de la Relatividad'.

El segundo de estos autores, contemporaneo nuestro, esRuggero Maria
Santilli, matemaético americano de origen italiano, que esta dedicando su
vida al estudio de una generalizacion de la Teoria de Lie, generalizacion que
actualmente se conoce con el nombre de Teoria de Lie-Santilli, que intenta
dar respuesta satisfactoria a determinadas cuestiones de variados tipos, fisi-
co, quimico, biologico, astronémico, etc, que hoy en dia no encuentran una
explicacién adecuada ni en la propia Teoria de Lie ni en los conocimientos
actuales de la Ciencia.

2.1 La teoria de Lie

En esta seccion comentaremos algunos aspectos de la Teoria de Lie: sus
origenes, su desarrollo posterior y algunos intentos de generalizaciéon de la
misma, en particular las generalizaciones de los Grupos v las de las Algebras
de Lie.

2.1.1 Origen de la teoria de Lie

La teoria de grupos de permutactones de un conjunto finito se desarrolla y
comienza a ser utilizada (por Serret, Kronecker y Jordan, entre otros) hacia
1860. Por otro lado, la teoria de invariantes, entonces en pleno desarrollo,
familiarizé a los matematicos con ciertos conjuntos infinitos de transforma-
ciones geométricas establecidos por composicion (transformaciones lineales
o proyectivas). Sin embargo, no fue hasta 1868 cuando ambas teorfas se
unifican, merced a un trabajo de Jordan sobre grupos de movimiento (sub-
grupos cerrados del grupo de desplazamientos del espacio euclideo en tres
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dimensiones) (véase [45]).

En 1869, Felix Klein y Sophus Lie son admitidos en la Universidad de
Berlin. Alli Lie concibe la nocion de invariante en Analisis y Geometria
diferencial, a partir de la conservacion de las ecuaciones diferenciales por
medio de una familia continua de transformaciones. Un ano mas tarde, am-
bos viajan a Paris, donde desarrollan en comiin un trabajo (véase[55]) en el
que estudian los subgrupos conexos conmutativos del grupo proyectivo del
plano, junto a las propiedades geométricas de sus 6rbitas. Klein comenzaria
a interesarse en 1871 por las geometrias no euclideas y por una primera clasi-
ficacion de todas las geometrias conocidas, mientras que Lie (que utilizaba
va el término de grupos de transformaciones) exponia explicitamente el pro-

blema de la determinaciéon de todos los subgrupos, continuos o discontinuos,
de Gl(n, C) (vease [62]).

A partir de 1872, Lie parece abandonar la teoria de grupos de trans-
formaciones para estudiar las transformaciones de contacto, la integracion
de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden y las relaciones en-
tre estas dos teorias. En el curso de sus investigaciones, Lie se familia-
riz6 con los llamados paréntesis de Poisson (expresiones de tipo (f,g) =

> (8% : g—;’i - g—; : %) , donde f y g son dos transformaciones y x; y p;
son las coordenadas candnicas en el espacio cotangente T(C™)) y también
empieza a trabajar con los corchetes de operadores diferenciales (corchetes
del tipo [X,Y] = XY — Y X), que ya habian aparecido en la teoria de
Jacobi-Clebsch sobre sistemas completos de ecuaciones en derivadas par-
ciales de primer orden (nocion equivalente a la de sistemas completamente
integrables de Frobenius). Lie aplica entonces la teoria de Jacobi en los
paréntesis de Poisson, considerando que éstos estan asociados a los corchetes
de operadores diferenciales de Jacobi. Asi Lie estudia el conjunto de fun-
ciones (u;)1<;<n, dependiendo de las variablesx; y p;, tales que los paréntesis
(uj, ug) sean funciones de uy, llamando grupos a estos conjuntos (que fueron
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considerados ya por Jacobi, implicitamente).

En el otono de 1873, Lie reemprende los estudios de grupos de trans-
formaciones. Partiendo de un grupo continuo de transformaciones sobre n
variables, muestra que estas transformaciones forman un conjunto estable
por composicion (véase [63]). Por otro lado, enlaza la teoria de grupos
continuos con sus investigaciones anteriores sobre transformaciones de con-
tacto y sobre ecuaciones diferenciales. Con todo ello empieza a consolidar
la nueva teoria de grupos de transformaciones.

En los anos siguientes, Lie prosigue este estudio, obteniendo un cierto
nimero de resultados més particulares, entre otros: determinacion de grupos
de transformaciones de la recta del plano, de subgrupos de codimension
pequena de grupos proyectivos, de grupos con al menos 6 parametros, etc.
Sin embargo, no abandona la teoria de ecuaciones diferenciales. Antes al
contrario, él piensa que la teoria de grupos de transformaciones deberia ser
un instrumento para integrar las ecuaciones diferenciales, donde el grupo
de transformaciones jugaria un papel andlogo al del grupo de Galois con
una ecuacion algebraica. Estas investigaciones le llevan a introducir ciertos
conjuntos de transformaciones con un ntmero infinito de parametros, a los
que llama grupos infinitos y continuos (hoy llamados pseudo-grupos de Lie,
para diferenciarlos asi de los grupos de Lie-Banach).

Con todos los resultados anteriores, Lie introduce ya lo que mas tarde
se llamaran grupos y dlgebras de Lie. Sin embargo, dado que sus primeros
trabajos estaban escritos en noruego y publicados en las Resenas de la
Academia de Christiania, que tenian muy poca difusién externa, sus ideas
no fueron muy conocidas en esta primera época.

Sin embargo, desde 1886 hasta 1898, Lie llega a ocupar la plaza que
deja vacante Klein en Leipzig, lo cual va a favorecer el comienzo de una
gran difusion de sus trabajos. A ello también contribuyo el tener a Engel
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como ayudante colaborador, quien trabajé junto a Lie en las ideas de este
iltimo. Todo ello permite la aparicion del tratado Teorie der transforma-
tionsgruppen ([67]), escrito por ambos entre los anos 1888 y 1893. En él se
tratan los grupos de transformaciones, siendo de vital importancia el espa-
cio de las variables, x;, y el espacio de los parametros, a;. Estas variables y
parametros eran considerados al principio como pertenecientes al cuerpo de
los complejos, con lo que la composicion de las transformaciones presenta-
ba a veces serias dificultades, por lo que habia que establecer el punto de
vista local cada vez que era necesario. Ambos autores trataron también en
este texto los grupos miztos (grupos con un nimero finito de componentes
conexas).

En resumen, la teoria general desarrollada en este tratado, constituia
un verdadero diccionario relativo a las propiedades de los grupos finitos y
continuos, junto a sus transformaciones infinitesimales. También aparecian
ademas los tres teoremas fundamentales de Lie, sobre los que se basa la
teoria de los grupos de Lie. Estos resultados se completaban con el estu-
dio sobre isomorfismos entre grupos. Asi, dos grupos de transformaciones
se decian semejantes si se podia pasar de uno a otro mediante una trans-
formacién invertible de coordenadas sobre variables y una transformacion
invertible de coordenadas sobre parametros. Lie prueba que dos grupos
son semejantes si mediante una transformacion sobre las variables se puede
llegar a las transformaciones infinitesimales de un grupo a otro. Una condi-
cion necesaria para que esto fuera asi era que las algebras de Lie de estos
dos grupos fueran isomorfos. Sin embargo esta condicién no era suficiente,
por lo que Lie tuvo que dedicar todo un capitulo de su tratado a obtener
condiciones suplementarias para asegurar que los grupos eran semejantes.

Por analogia a la teoria de grupos de permutaciones, Lie también in-
trodujo en este tratado las nociones de subgrupos y subgrupos distinguidos,
probando que se correspondian a las subdlgebras y a los ideales de un al-
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gebra de Lie, respectivamente. Para estos resultados, igual que para los
tres teoremas fundamentales, Lie utiliz6 fundamentalmente el Teorema de
Jacobi-Clebsch, que da la integrabilidad de un sistema diferencial.

Las nociones de transitividad y de primitividad, tan importantes para
los grupos de permutaciones, se presentan también de forma natural para
los grupos finitos y continuos de transformaciones, siendo también estudia-
dos de forma detallada en este tratado, al igual que las relaciones entre los
subgrupos estabilizadores de un punto y la nociéon de espacio homogéneo.
Finalmente, el tratado se completaba con la introduccion de las nociones de
grupo derivado y grupo resoluble (lamado grupo integrable por Lie). Esta
terminologia, sugerida por la teoria de ecuaciones diferenciales, se manten-
dria en uso hasta un trabajo posterior de Hermann Weyl, en 1934, quien
introdujo por primera vez el término dglgebra de Lie como sustituto de dlge-
bra infinitesimal, que habia sido usado hasta entonces y que también habia
sido introducido por él mismo, en 1925.

2.1.2 Desarrollo posterior de la teoria de Lie

El periodo comprendido entre los anos 1888 y 1894 esta marcado por los
trabajos de Engel y de su alumno Umlauf y, sobre todo, de Killing y de E.
Cartan. Entre todos ellos lograron una serie de resultados espectaculares
acerca de las algebras de Lie complejas.

Un ejemplo de este avance lo protagoniza Killing en [54]. Habia sido el
propio Lie el que introdujo (véase t. I, p. 270 de[67]) la nocion de algebra
de Lie resoluble y el que demostro el teorema de reduccion de algebras de
Lie lineales resolubles a la forma triangular (en el caso complejo). Killing
observo que en toda élgebra de Lie existe un ideal resoluble (hoy llamado
radical) y que el cociente de un éalgebra de Lie por su radical tiene radical
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nulo. Killing llamé entonces semi-simples a las dlgebras de Lie de radical
nulo y prob6 que son productos de algebras simples (esto ya habia sido estu-
diado por Lie (véase t. 3, p. 682 de [67]), que habia probado la simplicidad
de las algebras de Lie cldsicas).

Ademas, aunque Lie habia estudiado ya algo sobre el tema (al tratar
las subélgebras de Lie de dimensiéon dos, que contienen un elemento dado
de un algebra de Lie), Killing también introdujo la ecuacioén caracteristi-
ca det(ad(z) —w-1) = 0 en las algebras de Lie e hizo uso de las raices
de esta ecuaciéon para un algebra semi-simple para obtener la clasificacion
de las algebras de Lie simples complejas (posteriormente, Umlauf en 1891
clasificaria las algebras de Lie nilpotentes de dimension < 6).

Killing también prob6 que el dlgebra derivada de un algebra resoluble
es de rango cero, esto es, que ad(x) es nilpotente para todo elemento = del
algebra. Poco después, Engel probaria que estas algebras de rango cero
son resolubles y Cartan, por su parte, introdujo en su tesis lo que ahora
llamamos la forma de Killing, estableciendo los dos criterios fundamentales
que caracterizan, por medio de esta forma, a las algebras de Lie resolubles
y a las adlgebras de Lie semi-simples.

Killing también habia afirmado que el 4dlgebra derivada de un algebra de
Lie es suma de un élgebra semi-simple y de su radical (que es nilpotente),
pero su demostracion era incompleta. Posteriormente, Cartan dio en (t.
1, p. 104 de [20]) una demostracién que probaba més generalmente que
toda algebra de Lie es suma de su radical y de una subalgebra semi-simple.
Sin embargo, fue Engel el que de manera indiscutible lleg6 a afirmar la
existencia en toda algebra de Lie no resoluble de una subalgebra de Lie
simple de dimension 3. Seria E. E. Levi quien, en 1905 (véase[61]), diera la
primera demostracion de este resultado, si bien para el caso complejo. Otra
demostracion del mismo, ya valida para el caso real, fue dada por Whitehead
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en 1936 (véase [185]). Este resultado seria completado mas tarde, en 1942,
por A. Malcev mediante el teorema de unicidad de las secciones de Leui.

2.1.3 Primeras generalizaciones de las algebras de Lie

La aplicacion exponencial fue el punto de partida para conseguir las primeras
generalizaciones de las dlgebras de Lie. Asi, los primeros estudios se deben a
E. Study y a Engel. Este tltimo, considerando esta aplicacion, dio ejemplos
de dos grupos localmente isomorfos, pero que desde el punto de vista global
eran muy diferentes (véase [26]).

En 1899 (véase t. 3, pp. 169-212 de[90]), Poincaré abordo el estudio de
la aplicacion exponencial, aportando resultados importantes sobre el grupo
adjunto, llegando a que un elemento semi-simple de un grupoG, puede ser
la exponencial de una infinidad de elementos del algebra de Lieg = L(G),
mientras que un elemento no semi-simple puede no ser una exponencial.
En el curso de sus investigaciones, Poincaré considera el dlgebra asociativa
de los operadores diferenciales de todos los 6rdenes generados por los ope-
radores de un &lgebra de Lie. Prueba que si (z;)i1<i<n €8 una base del
dlgebra de Lie, esta dlgebra asociada (generada por losz;) tiene por base
ciertas funciones simétricas a los z; (sumas de monomios no conmutativos,
deducidos de un monomio dado por todas las permutaciones de los factores).
Lo esencial de su demostraciéon es su naturaleza algebrdica y que permite
obtener la estructura de dlgebra envolvente. Otras demostraciones analogas
serfan dadas también por Birkhoff y Witt, en 1937.

Otros investigadores que también usaron la aplicacion exponencial en sus
investigaciones sobre la teoria de Lie fueron Campbell, en el bienio 1897-

1898, Pascal, Baker, en 1905 (véase [11]), Haussdorff, en 1906 (véase [31])
y por ultimo Dynkin, en 1947 (véase [24]), quien retomd la cuestion gene-
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ralizando todos los resultados anteriores para algebras de Lie de dimensiéon
finita o no, sobre R, C o sobre un cuerpo ultramétrico.

Aparte lo anterior, Hilbert plante6 un nuevo avance teoérico en el ano
1900. Previamente, F. Schur (véase [166]) habia llegado a mejorar uno de
los resultados de Lie, utilizando funciones de caricter analitico en las trans-
formaciones que manejaba. Schur demostré entonces que si las funciones
usadas eran de clase C?, los grupos que se obtenian eran holoédricamente
isomorfos a un grupo analitico. El propio Lie habia anunciado ya en[65],
basandose para ello en la geometria, que las hipdtesis de analiticidad no eran
de caracter natural. Estos resultados llevaron a Hilbert a preguntarse si la
misma conclusion era posible bajo las hipotesis de que las funciones fuesen
continuas (éste seria el quinto problema planteado por Hilbert en el Congre-
so Matematico de 1900). Este problema suscité numerosas investigaciones,
siendo el resultado mas completo el teorema demostrado por A. Gleason,
D. Montgomery y L. Zippin, en 1955 (véase [79]): Todo grupo topoldgico
localmente compacto posee un subgrupo abierto que es limite proyectivo de
grupos de Lie, resultado que entrana que todo grupo localmente euclideo es
un grupo de Lie.

Por otro lado, Lie habia planteado en su teoria el problema de determi-
nar las representaciones lineales de dimension minimal de las &lgebras de Lie
simples, resolviéndolo para las 4lgebras clésicas. En su Tesis Doctoral, Car-
tan resolvié este problema también para las dlgebras simples excepcionales.
El punto de vista de Cartan era estudiar las extensiones no triviales de las
dlgebras de Lie (de un algebra de Lie simple y un radical (conmutativo) de
dimensiéon minimal). Estos métodos serfan generalizados por él mismo mas
tarde, para obtener todas las representaciones irreducibles de las algebras
de Lie simples, reales o complejas.

Ademés, y como consecuencia de sus investigaciones acerca de la inte-
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gracion de sistemas diferenciales, Cartan introdujo en 1904 (véase t. II, p.
371 de [20]) las formas de Pfaff: w, = > " | Uy, da;, llamadas posterior-
mente formas de Maurer-Cartan. Con ellas, Cartan mostraba que se podia
desarrollar la teoria de grupos finitos y continuos a partir de loswy, y es-
tablecer la equivalencia de este punto de vista con el de Lie. Sin embargo,
para Cartan, el interés de este método se debia sobre todo a que se adaptaba
a los grupos infinitos y continuos, generalizando asi la teoria de Lie.

Otros dos problemas ya planteados por el propio Lie fueron el problema
del isomorfismo de toda algebra de Lie con un algebra de Lie lineal y el pro-
blema de reducibilidad completa de una representacion lineal de un algebra
de Lie. Sobre el primero de ellos, Lie creia en su respuesta afirmativa (véase
[64]), considerando la representacion adjunta. Ado fue en 1935 (véase[1])
el primero que lo demostr6 correctamente.

Sobre el segundo problema, ya habia trabajado en primer lugar Study,
bajo una forma geométrica, en un manuscrito no publicado, aunque citado
por Lie (véase t. 3, pp. 785-788 de [67]), demostrando la verificacion de
esta propiedad para las representaciones lineales de las algebras de Lie de
S1(2,C),S1(3,C) y SI(4,C). Al respecto, el propio Lie y Engel habian
conjeturado un teorema de reducibilidad completa valido enSl(n, C), Vn €
N. Yaen 1925 (véase [183]) H. Weyl estableci6 la reducibilidad completa de
las representaciones lineales de las algebras de Lie semi-simples, mediante un
argumento de caracter global (que ya habia sido utilizado por Cartan en re-
presentaciones irreducibles, segin el propio Weyl). Pero no seria hasta 1935
cuando Casimir y Van der Waerden ([21]) obtuvieron una demostracion
algebraica del resultado. Otras demostraciones algebraicas serfan dadas
por R. Brauer, en 1936 (véase [15]) y J. H. C. Whitehead, en 1937 (véase
[185]).

La mayoria de los trabajos anteriormente citados se limitaban a las al-
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gebras de Lie reales o complejas, que s6lo se correspondian con los grupos
de Lie en el sentido usual. El estudio de las algebras de Lie sobre un cuer-
po distinto de R 6 C fue abordado por Nathan Jacobson, en 1935 (véase
[36]), mostrando que la mayor parte de los resultados cléasicos seguia siendo
validos para cualquier cuerpo de caracteristica cero.

Una nueva rama en la teorfa de algebras de Lie fue abierta en 1948 por
Chevalley y Eilenberg, quienes introdujeron la cohomologia de las algebras
de Lie en términos de formas invariantes diferenciales. En 1951, Hochschild
discutia la relacion entre la cohomologia de los grupos de Lie y la de las
adlgebras de Lie. Méas tarde lo haria Van Est (1953-1955).

También en 1948, A. A. Albert desarrolla el concepto de algebra de Lie
admisible, caracterizada por un producto X - Y, tal que el producto con-
mutador asociado [X,Y] =X Y —Y - X es de Lie. Albert demuestra que
el algebra asociada a un algebra de Lie, mediante el producto conmutador
es un algebra admisible de Lie. De hecho prueba, usando el producto con-
mutador, que toda algebra asociativa es un algebra de Lie admisible (véase

[2]).

2.1.4 Primeras generalizaciones sobre grupos de Lie

Una de las vias de investigacion surgidas a partir de la teoria de grupos
de Lie es la del estudio de los grupos de Lie globales. Fue debida a Her-
mann Weyl, quien se inspiré a su vez en dos teorias desarrolladas indepen-
dientemente: la teoria de las representaciones lineales de dlgebras de Lie
semi-simples complejas, debida a Cartan, y la teoria de las representaciones
lineales de grupos finitos, debida a Frobenius y generalizada a grupos orto-
gonales por I. Schur en 1924, utilizando la idea de Hurwitz (1897) de susti-
tuir el operador definido sobre un grupo finito, por una integracién relativa a
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una medida invariante (véase [34]). Schur utilizo este procedimiento (véase
[167]) para mostrar la reducibilidad completa de las representaciones del
grupo ortogonal O(n) y del grupo unitario U(n), mediante la construccion
de una forma hermitica positiva no degenerada, invariante. Dedujo ademas
la reducibilidad completa de las representaciones holomorfas deO(n, C) y
de Sl(n, C), estableciendo relaciones de ortogonalidad para los caracteres
de O(n) y de Sl(n,C), y determinando los caracteres de O(n). H. Weyl
extendio6 este método a las algebras de Lie semi-simples complejas, en 1925
(véase [183]). Demostro que dada una tal algebra, ésta posee una forma
real compacta, es decir, proviene, por extension de escalares de R a C,
de un algebra sobre R cuyo grupo adjunto es compacto. Mostro también
que el grupo fundamental del grupo adjunto es finito, dado que su reves-
timento universal es compacto. Dedujo la reducibilidad completa de las
representaciones de las algebras de Lie semi-simples complejas y determiné
globalmente los caracteres de estas representaciones.

Después de los trabajos de Weyl, Cartan adoptd un punto de vista global
en sus investigaciones sobre espacios simétricos y grupos de Lie, lo que
fundamentaria su exposicion de 1930 (véase t. I, pp. 1165-1225 de[20]) de
la teoria de grupos finitos y continuos, donde se encontraba en particular la
primera demostraciéon de la variante global del tercer teorema fundamental
de Lie (a saber, existencia de un grupo de Lie en toda algebra de Lie dada).
Cartan mostro ademas que todo subgrupo cerrado de un grupo de Lie real es
un grupo de Lie, lo que generaliza un resultado de Von Neumann, de 1927,
sobre los subgrupos cerrados de un grupo lineal (véase [82]). Neumann
también mostré que toda representacion continua de un grupo semisimple
complejo es analitico real.

Posteriormente, Pontrjagin, en 1939, en su trabajo sobre grupos topolo-
gicos (véase [91]), diferencio el caracter local del global en teoria de grupos
de Lie. En 1946, Chevalley desarroll6 una discusion sistematica de laswva-
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riedades analiticasy del cdlculo diferencial exterior (véase [23]). Las trans-
formaciones infinitesimales de Lie aparecian como un campo de vectores
y el 4lgebra de Lie de un grupo de Lie se identificaba como el espacio de
campos de vectores invariantes a izquierdasobre dicho grupo.

Otra generalizacion de los grupos de Lie partia en el ano 1907 de los
trabajos de Hensel (véase [32]), quien desarrollaba las funciones p-ddicas
(definidas por los desarrollos en series enteras) y los grupos de Lie p-ddicos.
Hensel encuentra un isomorfismo local entre el grupo aditivo y el grupo
multiplicativo de Q, (o méas generalmente, de todo cuerpo ultramétrico
completo de caracteristica cero). Sobre este tema profundizarian més tarde
A. Weil, en 1936 (véase [180]) y E. Lutz, al ano siguiente (véase [71]),
a partir de las curvas elipticas p-ddicas. Como aplicacion aritmética se
encontraba la construccion de un isomorfismo local de un grupo conmutativo
con un grupo aditivo, basado en la integraciéon de una forma diferencial inva-
riante. Este método se aplica igualmente a las variedades abelianas, como
lo remarcaria poco después Chabauty en 1941 (véase[22]), para demostrar
un caso particular de la conjetura de Mordell. Seria R. Hooke, alumno de
Chevalley, quien estableciera en 1942, en su Tesis Doctoral, los teoremas
fundamentales sobre grupos y algebras de Lie p-adicos (véase [33]. Mas
tarde, en 1965, este trabajo seria desarrollado de forma més precisa por M.
Lazard, en [60].

Un dltimo ejemplo de generalizacion de los grupos de Lie lo constituyen
los grupos de Lie-Banach. Se trata de grupos de Lie de dimension infinita,
en los que, desde el punto de vista local, se reemplaza un entorno del cero
dentro de un espacio euclideo, por un entorno del cero dentro de un espacio
de Banach. Esto fue tratado por Birkhoff en 1936 (véase[13]), llegando asi
a la nociéon de algebra de Lie normada completa. Hacia 1950, Dynkin com-
pletaria los resultados de Birkhoff, aunque sus resultados seguirian siendo
locales.
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Ademés de los trabajos anteriores, un nuevo estudio relaciona las alge-
bras de Lie con los grupos de Lie. El origen de este nuevo trabajo esta
en 1932, ano en el que P. Hall presenta un estudio acerca de una clase de
p-grupos, a los que llama regulares, sobre los que desarrolla el tema de con-
mutadoresy construye la serie central descendentede un grupo (véase [30]).
Mas tarde, entre los anos 1935 y 1937, aparecen los trabajos de Magnus[72]
y Witt (véase [186]), en los que, juntos al de Hall, se definen las algebras de
Lie libres, asociada a grupos libres. Witt mostrara que el dlgebra envolvente
de un algebra de Lie libre, L, es una algebra asociativa libre, deduciendo
luego el rango de las componentes homogéneas de L (férmulas de Witt).
Por tltimo, en 1950, M. Hall determina la base de un algebra de Lie libre,
conocida como base de Hall, que ya aparecia implicitamente en los trabajos
de P. Hall y de Magnus.

2.2 La 1soteoria de Lie-Santilli

En esta seccion se comentan en primer lugar aquellos problemas que dieron
lugar a la aparicion de esta Isoteoria, para pasar posteriormente a tratar la
evolucion historica de la misma. Entre los primeros se tratan los surgidos
por aplicacion de la Teoria de Lie en Fisica y los conceptos de élgebra
admisible y algebra envolvente universal de Lie.

2.2.1 La teoria de Lie en Fisica

La teoria de Lie, aparte de su aplicacion en diversas ramas de las Mateméti-
cas, también tiene numerosas aplicaciones en el ambito de la Fisica. Los
grupos de Lie se introdujeron en Fisica incluso antes del desarrollo de la
Teoria de cuantos, a través de las representaciones mediante matrices de
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dimensiones finitas o infinitas. Fueron tutiles para la descripcion de los es-
pacios pseudo-Riemannianos, (localmente) simétricos y homogéneos, sien-
do usados en particular en teorias geométricas sobre gravitacion. No obs-
tante, fue el desarrollo de la moderna Teoria de cuantos, en los anos 1925
y 1926, lo que facilité la introducciéon explicita de los grupos de Lie en
la Fisica. En esta teoria, las observaciones fisicas aparecian representadas
por matrices hermiticas, mientras que las transformaciones se describian
mediante sus representaciones por matrices unitarias o antiunitarias. Los
operadores usados (con respecto a una ley parecida a la del conmutador:
X Y =Y - X) pertenecian a un algebra de Lie de dimension finita, mien-
tras que las transformaciones descritas por un nimero finito de parametros
continuos pertenecian a un grupo de Lie.

Otros motivos que propiciaron la entrada de la teoria de Lie en Fisica
fueron la presencia de simetrias cineméaticas exactas o el uso de modelos
dindmicos idealizados con una simetria superior a la presente en el mundo
real. Estas simetrias cinematicas exactas aparecen por el uso de un forma-
lismo canoénico en Mecénica clasica y en Teoria de cuantos. Asi, la teoria de
Lie encuentra aplicaciones no sélo en la Fisica elemental de particulas o en
la Fisica nuclear, sino también en campos tan diversos como son: Mecanica
continua, Fisica de estado solido, Cosmologia, Teoria de Control, Fisica
estadistica, Astrofisica, Superconductividad, Modelado de ordenadores y
Biofisica teérica, entre otros.

Sin embargo, como se vera en posteriores paginas de este texto, la Teoria
de Lie se muestra incapaz de explicar satisfactoriamente otros muchos pro-
blemas de la Fisica, lo que va a originar a la postre la aparicion de muchas
generalizaciones de la misma que intenten resolver estos problemas, siendo
una de estas tltimas, sin duda de las mas importantes, la Isoteoria de Lie-
Santilli.
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2.2.2 Origen de las isotopias

En 1958, R.H.Bruck ([16]) sefial6 que la nocién de isotopia ya se daba en las
primeras etapas de la teoria de conjuntos, donde dos cuadrados latinos se
decian isotopicamente relacionadoscuando coincidian a través de permuta-
ciones. La palabra isotopico proviene de las palabras griegas [ooo Tomoo”,
que significan el mismo lugar. Con este término se queria senialar que las
dos figuras tenfan la misma configuracion, la misma topologia. Ahora bien,
dado que un cuadrado latino podia ser considerado como una tabla de mul-
tiplicacion de un quasi-grupo, las isotopias se propagaron a estos tltimos.
Mas tarde lo harfan a las 4lgebras y més recientemente a la mayoria de las
ramas de las Mateméaticas. Como ejemplo, K. Mc. Crimmon estudiaria en
1965 (véase [73]) las isotopias de las algebras de Jordan, mientras que ya
en 1967, el propio R.M.Santilli desarrollaria en[94] las isotopias del dlgebra
asociativa envolvente universal U de un algebra de Lie fijada L, llamandolas
dlgebras envolventes isoasociativas ((A]) Otros trabajos méas recientes sobre
isotopias pueden verse en Tomber ([12]), en 1984, o en el monogréfico de
Lohmus, Paal y Sorgsepp, en 1994 (véase [68]).

También en otras ciencias aparece el término de isotopia. Asi por ejem-
plo, en Quimica se denomina isotopia a la condicién de dos o mas cuerpos
simples que representan a la misma estructura atémica y tienen idénticas
propiedades, aunque discrepan en el peso atémico. A tales elementos se les
denomina isdtopos.

2.2.3 Algebras admisibles de Lie

En el mismo trabajo anteriormente citado de 1967 (véase [94]), Santilli
introdujo y desarroll6 una nueva nocion de algebra de Lie admisible, fruto
de los estudios de su Tesis en Fisica Teorica en la Universidad de Turin. La
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primera nocién de admisibilidad de Liese debia al matematico americano A.
A. Albert, quien desarroll6 este concepto en 1948 (véase [2]), refiriéndose
a un algebra no asociativa U, con elementos {a,b,c,...}, y un producto
(abstracto) a - b, tal que su algebra conmutadora asociada U~ (que es el
mismo espacio vectorial U, aunque dotado con el producto conmutador
[a,b]y = a-b—10-a) es un algebra de Lie. Como tal, el algebra U no
contenia necesariamente un algebra de Lie en su clasificacion, resultando
as{ inaplicable para la construccion de los resultados matemaéticos y fisicos
de la teoria de Lie. De hecho, Albert empez6 imponiendo que U deberia
contener algebras de Jordan como casos particulares, llevando sus estudios
al dlgebra quasi-asociativa de producto (a,b) = Aea-b—(1—\)eb-a, donde
A es un escalar no nulo y distinto de 1, teniéndose que para A = % y siendo
el producto a - b asociativo, se obtiene un algebra de Jordan conmutativa,
pero que no admite un algebra de Lie bajo ningtn valor finito deA.

Santilli propone entonces que el algebra U pueda admitir algebras de Lie
en su clasificacion, esto es, que el productoa-b admita como caso particular
el producto corchete de Lie: [a,b] = ab — ba. Esta nueva definicion se
presentaba como generalizacion de las dlgebras de Lie admisibles flexibles,
de producto (a,b) = \ea-b—peb-a, con A, 1, A+ 11, escalares no nulos bajo
las condiciones de que [a,b]y = (a,b) — (bya) = (A +p) e (a-b—b-a) sea el
producto corchete de Lie, junto a que el producto (a,b) admita al producto
de Lie como caso particular. Las tltimas condiciones equivalian a que\ = p
y a que el producto a - b fuese asociativo. Santilli iniciaba también asi el
estudio de las llamadas ¢-deformaciones (estudiadas posteriormente en los
anos ochenta por un gran namero de autores), que consistian en considerar
el producto (a,b) = a-b—qeb-a, siendo asi , bajo las notaciones anteriores,
A=lyp=gq

En 1969, Santilli identificaria la primera estructura admisible de Lie en
Dinamica clasica sobre sistemas disipativos, lo que ilustraba la necesidad
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fisica de su nuevo concepto (véase [95]).

Posteriormente, en 1978, Santilli introdujo en [97] y [98] la genera-
lizacion de las algebras de Lie admisibles, mediante el producto (a,b) =
aX Rxb—bxS xa, donde a x R, R x b, etc., son asociativos, siendo
R, S, R + S operadores arbitrarios no singulares, pudiendo admitir a los
escalares A y p como casos particulares. Descubria entonces que el dlgebra
conmutadora asociada U~ no era un &algebra convencional de Lie con el
producto conmutador @ X b — b X a, sino que estaba caracterizada por el
producto [a,bly = (a,b) — (b,a) =a X T xb—bxT x a,donde T = R+ S.
Este producto fue denominado por él mismoisotdpico de Lie. Todo ello llevd
a la tercera definicion de admisibilidad de Lie, hoy denominada admisibi-
lidad de Lie de Albert-Santilli, que se refiere a las adlgebras no asociativas
U que admiten isoalgebras de Lie-Santilli tanto en el algebra conmutadora
asociada U™, como en las algebras que se encuentran en su clasificacion.
En estos mismos trabajos, Santilli identificaba una representacion clésica y
un operador de las &lgebras de Lie admisibles generales, estableciendo los
fundamentos de una generalizacion de tipo admisible de Lie en Mecéanica
analitica y Mecanica cuantica, al igual que en sus aplicaciones correspon-
dientes. Mereceria especial atencion el caso isotopico particular que aparece
cuando se considera R =S =T =TT #£ 0.

Esta nocién de admisibilidad de Lie de Albert-Santilli puede ser conside-
rada como el nacimiento de la isoteoria de Lie-Santilli, pudiéndose encontrar
en la Seccion 3 (particularmente en la Subseccion 3.7) de[98] y en la Seccion
4 (particularmente en la Seccion 4.14) de [97]. De hecho, Santilli reconoci6
que los paréntesis (a,b)y asociados al algebra no asociativa U de producto
(a,b) =ax Rxb—bxS xa, pueden ser idénticamente reescritos como el
producto conmutador asociado al dlgebra asociativazzl\, de producto ax Rxb,
la,bly = [a,b] ; . Esta tltima identidad sefialaba la transicion de los estudios
dentro del contexto de las algebras no asociativas, dado por Santilli hasta
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1978, al estudio genuino para la generalizaciéon de la teoria de Lie, dada
por Santilli a partir de 1978, que estaba basada en el levantamiento de las
algebras envolventes asociativas, levantando el producto convencionala x b
al producto isotopico axb =a x T X b.

2.2.4 Algebra envolvente universal de Lie

Fijada un algebra de Lie L, convencionalmente se definia su algebra aso-
ciativa envolvente universal como un par (U,T"), donde U es un algebra
asociativa y 7" es un homomorfismo de L en el algebra conmutadora U~
asociado a U, satisfaciendo que si U’ es otra algebra asociativa y 7" es un
homomorfismo de L en U'~, existe entonces un tnico homomorfismo v de
U~ en U™ tal que T" =~ o T, siendo conmutativo el diagrama siguiente:

LLyu-
NI #
U'-

En Fisica, el concepto de algebra envolvente universal habia alcanzado
un papel muy importante. Se usaba por ejemplo para el calculo de la mag-
nitud del momento angular o como estructura algebraica para representar
el tiempo de evolucion.

Santilli probo en 1978 (véase [99]) que el algebra envolvente del tiem-
po de evolucion de la Mecanica Hamiltoniana es no asociativa, por lo que
no resultaba entonces directamente compatible con la Teoria de Lie. De
hecho, Santilli indica que los paréntesis de Poisson sobre un algebra de ope-

. . _ N [(9x oy _ ay  ox o
radores diferenciables, L , (X,Y) = >, (d—r G~ o 8_m>’ coinciden
con el producto conmutador asociado al algebra envolvente de producto

n

XY=, % . g—;;, que es no asociativa. Esto es, el espacio vectorial
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de elementos X; (y polinomios asociados) sobre el cuerpo R de los nimeros
reales, dotado con el producto anterior, es un algebra, ya que verifica las
leyes distributivas a izquierda y a derecha, y la ley escalar. Ademaés es no
asociativa ya que en general (X -Y)-Z # X - (Y - Z). Entonces, puesto que
las algebras asociativas y no asociativas son diferentes, sin una aplicacién
que las conecte conocida, Santilli argumenta que el caracter no asociativo
de la envolvente no permite la formulaciéon de la Mecénica Hamiltoniana de
acuerdo al producto dado por los paréntesis de Poisson. Asi busca una ge-
neralizacion dual de la teoria de Lie de acuerdo a la generalizacion isotopica
(basada en envolventes todavia asociativas y formulada por medio del pro-
ducto asociativo méas general posible) y a la generalizacion (genotdpica) por
medio de la teoria de las dlgebras admisibles de Lie (basada en envolventes
de Lie admisibles que se desarrollan por medio del producto no asociativo
mas general posible XY, cuyo producto conmutador asociado, XY —Y - X
sea de Lie).

2.2.5 Otros problemas no resueltos por la teoria de Lie

Las generalizaciones que acabamos de ver eran exigidas también por otros
desarrollos teoricos. Por ejemplo, cuando en geometria simpléctica y de
contacto se realiza una transformacion de la estructura, la base de la teoria
se sigue pudiendo utilizar, aunque existe una pérdida en la formulacion de
la teoria de Lie. Asi, nociones, propiedades y teoremas desarrollados para
la estructura convencional no son necesariamente aplicables para la estruc-
tura mas general establecida. Es entonces cuando cobra su importancia la
primera de las generalizaciones que acabamos de senalar. Esta busca recu-
perar la compatibilidad de la formulacién con las geometrias simplécticas
y de contacto, es decir, busca alcanzar nociones algebraicas, propiedades y
teoremas que sean directamente aplicables a las representaciones mas gene-
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rales posibles. Esta generalizacion tiene ademas un caracter asociativo pues
pasa del producto usual X - Y al producto asociativo méas general posible
X %Y . Asi, en el momento en que podamos pasar de una determinada
estructura no asociativa a una que tenga un caricter asociativo general,
podremos aplicar la teoria que iba buscando Santilli.

Otro nuevo problema que lleva a Santilli a la biisqueda de una genera-
lizacion de la teoria de Lie aparece cuando pasa a estudiar directamente la
teoria sobre Algebras y Grupos de Lie, con vista a sus aplicaciones inme-
diatas en Fisica. Esta teoria, en su formulacion usual, se establece desde un
punto de vista lineal, local-diferencial y candnico (potencial-Hamiltoniano)
Es aqui donde Santilli encuentra verdaderamente el problema para poder
aplicar dicha teoria en diversos aspectos fisicos. Un ejemplo de esto se tiene
cuando se intenta pasar de cuestiones de Dindmica exterior en el vacio a
cuestiones de Dindmica interior en un medio fisica En las primeras, las
particulas se mueven en el espacio vacio (que es homogéneo e isétropo),
con interacciones a distancia, pudiendo ser consideradas como puntos (tal
como una nave espacial en una orbita estacionaria alrededor de la Tie-
rra), con sus consecuentes ecuaciones de movimiento locales-diferenciales y
potenciales-canonicas. En las segundas, las particulas tienen extensién y son
deformables, moviéndose en un medio fisico anisétropo y no homogéneo, con
interacciones a distancia y de contacto (como una nave espacial entrando
en la atmosfera de la Tierra). Sus consecuentes ecuaciones de movimiento
incluyen entonces términos diferenciales ordinarios para la trayectoria del
centro de masa, més términos integrales de superficie o de volumen, que
representan la correccion de la caracterizacion anterior debida a la forma y
al tamano de los cuerpos. Asi, tales ecuaciones de movimiento son de tipo
no lineal, no local-integral y no potencial-canoénico.

La no equivalencia entre estos dos tipos de problemas radica fundamen-
talmente por tanto en: a) materia topologica, dado que las topologias con-
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vencionales no son aplicables a condiciones no locales, b) materia analitica,
dada la pérdida del Langragiano de primer orden, al pasar de un sistema
variacionalmente autoadjunto a otro no autoadjunto y ¢) materia geométri-
ca, dada la incapacidad de las geometrias convencionales de caracterizar por
ejemplo los cambios locales de la velocidad de la luz. Estas diferencias ya
fueron notadas por K.Schwarzschild en 1916, en sus dos trabajos[168] vy
[169].

Desde un punto de vista geométrico, el colapso gravitacional y otros pro-
blemas gravitacionales interiores no pueden considerarse como si estuviesen
originados por cuerpos puntuales ideales, sino que es necesaria la presencia
de un gran nimero de particulas hiperdensas (tales como protones, neu-
trones y otras particulas) en condiciones de mezcla total mutua, al igual
que la compresion de una gran cantidad de ellas en una pequenia region del
espacio. Esto implica la necesidad de una nueva estructura que sea arbi-
trariamente no lineal (en coordenadas y velocidades), no local-integral (en
varias cantidades) y no hamiltoniana (variacionalmente no autoadjunta).
Por tanto, la teoria de Lie no es aplicable ni valida en general para los pro-
blemas dindmicos interiores. Y aunque a veces suelen simplificarse dichos
problemas para estudiarlos como problemas dindmicos exteriores, hay que
hacer notar que esto es matematicamente imposible, ya que mientras que
los primeros son locales-diferenciales y variacionalmente autoadjuntos, los
segundos son no locales-diferenciales y variacionalmente no autoadjuntos.

Esta posible nueva estructura generalizada serviria ademés para solu-
cionar otros problemas de gran importancia en tan diversos campos como
la Astrofisica, la Superconductividad, la Biologia tedrica, etc. Se buscaria
as{ una generalizaciéon de la teoria convencional de Lie, que fuese ademés
directamente aplicable a ecuaciones no lineales, integro-diferenciales y varia-
cionalmente no autoadjuntos que caractericen a la materia; es decir, no basa-
da en aproximaciones o transformaciones de la teoria primitiva. Ademas una
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posterior ampliaciéon de dicha generalizaciéon mediante una caracterizacion
consistente antiautomorfa sobre el nivel clasico-astrofisico y sobre el nivel
de los constituyentes elementales de la materia, permitirian abordar la for-
mulacion de la teoria de Lie, al igual que las geometrias y las mecanicas
subyacentes, para la caracterizacion de la antimateria.

Un altimo aspecto a tener en cuenta es que la teoria de Lie depende
principalmente de la unidad bésica n-dimensional I = diag(1,1,...,1), en
todos sus aspectos, tales como algebras envolventes, dlgebras de Lie, grupos
de Lie, teoria de representacion, etc. Por tanto, la generalizacion busca-
da deberia partir de una generalizacion de la unidad béasica anteriormente
citada.

2.2.6 Origen de la teoria de Lie-Santilli

Para intentar resolver los problemas que se acaban de indicar, Santilli pre-
sento en 1978, en la Universidad de Harvard, una memoria (véase[98]), en
la que propuso por primera vez una generalizacion paso a paso de la for-
mulacion convencional de la teoria de Lie, concebida especificamente para
sistemas no lineales, integro-diferenciales y no canénicos, dando lugar a la
denominada #soteoria de Lie-Santilli La caracteristica principal de esta
teoria, que la distingue de otras generalizaciones de la teoria de Lie, era
su caracter isotopico, en el sentido de que preservaba en todo momento los
axiomas originales de la teorfa de Lie, por medio de una serie de levan-
tamientos isotépicos, conocidos hoy dia como isotopias de Santilli. Mas
especificamente, las isotopias de Santilli estan hoy asociadas a aplicaciones
que lleven cualquier estructura de tipo lineal, local y canénico, en sus formas
no lineales, no locales y no canoénicas més generales posibles, que sean ca-
paces de reconstruir linealidad, locacidad y canonicidad en ciertos espacios
generalizados, dentro de las coordenadas fijadas por un observador inercial.
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De hecho, esta teoria no era més que un caso particular de la teoria
méas general, hoy conocida como teoria admisible de Lie-Santilli o teoria
genotdpica de Lie-Santilli donde el término genotdpico (de origen griego,
que significa que induce una configuracion) se introdujo para denotar la
caracterizacion de los axiomas de recubrimiento en la teoria admisible de
Lie. En la teoria genoto6pica, Santilli estudiaba algebras no asociativas que
contuviesen algebras de Jordan o algebras de Lie, continuando asi los es-
tudios que habia comenzado en 1967 acerca de la nueva nocion de algebra
admisible de Lie, ya mencionada con anterioridad.

Fue el hecho de pasar de estudiar &lgebras no asociativas a algebras
asociativas la base en la que se fundament6 Santilli para crear su generali-
zacion de la teoria de Lie, basada en el levantamiento de las algebras envol-
ventes asociativas y generalizando el producto X x Y, al producto isotopico
XXY = X x T x Y, donde T tendria elemento inverso I =11 (siendo
I la unidad de la teoria convencional), al que llamaria isounidad. Precisa-
mente en esto es donde las isotopias de Santilli se diferenciaban de otras
existentes en la literatura cientifica, esto es, en el hecho de estar basadas en
la generalizacion (conservando axiomas) de la unidad convencionall.

De esta forma, la isoteoria de Lie-Santilli era inicialmente concebida
como la imagen de la teoria convencional bajo el levantamiento isotopico de
la unidad usual trivial /, a una nueva unidad arbitraria f, bajo la condicion
de que dicha isounidad conservase las propiedades topologicas originales de
I, para lograr asi la conservacion de los axiomas de la teoria primitiva.
Se tendria asi la base para una posterior generalizaciéon de los conceptos
usuales de la teoria convencional de Lie, tales como las algebras envolventes
universales, los tres teoremas fundamentales de Lie, la nocién usual de grupo
de Lie, etc., en formas compatibles con una unidad generalizada f, que
pasaria a dejar de ser local, lineal y canonica (como lo es la unidad usual en
la teoria primitiva de Lie), para pasar a ser no local, no lineal y no canénica.
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De hecho, esta generalizacion de la unidad de partida también se daba
en la teoria genotopica ya citada. La construccion de las genotopias de
Santilli (que eran una generalizacion de las isotopias de Santllh) se basaban
en que la nueva unidad 1 no tenia porqué ser simétrica (I #+ It) propiedad
topologica que posee trivialmente la unidad usual I, con lo que resultaban
asi dos cantidades diferentes dependiendo de si se consideraba la unidad
generalizada a izquierda (< I) o si se consideraba la unidad a derecha (I >),
de la siguiente manera:

<T=T. P=T. <I= ).

Finalmente, el citado texto [98] también incluia la propiedad fundamen-
tal de las isoalgebras de Lie-Santilli (levantamiento isotopico de las élgebras
de Lie) de unificar las algebras simples de Lie compactas y no compactas de
la misma dimensién, mediante una conservaciéon de la base de todas ellas,
variando tinicamente unas de otras en el elementol’ que caracteriza a cada
levantamiento isotopico.

2.2.7 Desarrollo posterior de la isoteoria de Lie-Santilli

Desde su nacimiento en 1978, la isoteoria de Lie-Santilli ha evolucionado
en una gran cantidad de aspectos, tanto en sus fundamentos como en sus
posteriores aplicaciones. Veremos a continuacién cuéles han sido los avances
fundamentales de la misma que han aparecido desde ese ano hasta ahora.

Una vez fijada la idea fundamental de su nueva generalizacion de la teoria
de Lie, Santilli debia empezar a fundamentar tal generalizacion en todos
los aspectos de la teoria convencional de Lie. De hecho, debia comenzar
con el estudio de los elementos basicos sobre los cudles se sustentaba su
teoria. Asi, durante una conferencia que impartié en el CongresoDifferential
Geometric Methods in Mathematical Physics que tuvo lugar en 1980, en
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Clausthal (Alemania), Santilli present6 por primera vez los nuevos niimeros
que aparecen al desarrollar la generalizacion isotopica del productoa X b
al producto isotopico axb. Se trataba de los nimeros isotdpicos, también
llamados por él wsonimeros, cuya construccion se basaba en el levantamien-
toa — a = ax* ]A, donde T era la nueva isounidad que se establecia en
la isotopia en cuestion. Santilli también present6 en dicha conferencia el
levantamiento isotopico de los cuerpos usuales K (a,+, x) a los llamados
1S0CUETPOS.

En ese mismo ano 1980, Santilli estudia en colaboraciéon con C. N.
Ktorides y H. C. Myung (véase [62]), la generalizacion admisible de Lie,
no asociativa, de las algebras envolventes universales, que ¢l mismo habia
comenzado a estudiar ya en 1978 (véase [98]). Esta generalizacion seria
ya aplicada en geometria simpléctica por el propio Santilli en 1982 (véase
[109]).

En 1981, Santilli estudiaria en [106] el levantamiento isotopico de un

algebra asociativa a partir de la isotopia de Santilli, caracterizada por el
producto X - Y =W« X « W Y * W, donde W2 = W # 0, siendo W fijo.

En estos primeros anos de la década de los ochenta, Santilli también
reconocia que las formulaciones convencionales, isotopicas y admisibles de
Lie, podian ser aplicables a la materia pero no a la antimateria, debido al
caracter antiautomorfo de esta ultima, ya mencionado anteriormente. San-
tilli entonces reinspeccion6 sus isotopias y en los trabajos [114] y [115]
(escritos en 1983, pero no publicados hasta 1985, debido a problemas ed-
itoriales), descubrié que, una vez que se abandona el elemento unidad 7,
aceptando como nueva unidad al elementof, esta tltima unidad admite una
manera natural de adquirir valores negativos. Esto lo conseguia mediante
la aplicacion I>0—11=-T< 0, que era un antiautomorfismo definido
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por él en [111], al que llamo6 aplicacion isodual, en el sentido de ser una
forma de dualidad que necesariamente requiere la generalizacion isotopica
de la unidad I. Esta aplicaciéon dotaba de una zmagen antiautomorfa a toda
aplicacion basada en I, verificando que: (fd> = — <fd) = — (—f) =1
Daba asi comienzo la isoteoria de Lie-Santilli isodual con la que parecian
abrirse nuevos caminos para solucionar problemas relacionados con la anti-
materia. Aparecerian asi posteriormente nuevas nociones de espacio-tiempo
y de simetrias internas para la materia y su isodual, la antimateria. En-
tre ellas, por ejemplo, las simetrias isorrotacionales (que surgian como los
primeros ejemplos que ilustraban la isoteoria de Lie-Santilli y que serian
estudiadas ya con detalle en 1993 [127] y 1994 [134], respectivamente).
Estas isosimetrias han alcanzado implicaciones muy importantes, tales co-
mo las primeras representaciones numéricas del momento magnético del
deuterén o de la sintesis del neutrén dentro de nuevas estrellas a partir de
protones y electrones sélamente; la prediccion de una nueva energia sub-
nuclear limpia, llamada energia hadronica;, la definicion de los elipsoides
isoduales con semiejes negativos; etc.

Sin embargo, Santilli se abstuvo de indicar en los trabajos de 1983 la
aplicabilidad de la teoria isodual en la caracterizacién de la antimateria,
dadas sus profundas implicaciones en diversos campos tales como la posi-
bilidad de retroceder en el tiempo o la prediccién de la antigravitatividad
de las antiparticulas. No obstante, la aparicion de la isoteoria isodual con-
llevaba un estudio paralelo al de la isoteoria aparecida en 1978, que por
otra parte seguia reforzandose. De hecho, en [111], donde aparecia la apli-
cacion isodual, Santilli también introducia el levantamiento isotopico de los
espacios vectoriales y métricos, dando lugar a los denominados isoespacios
vectoriales e isoespacios métricos

En cuanto a la isoteoria isodual, Santilli empez6 definiendo el producto
1sotopico 1sodual o tsoproducto tsodual, al igual que ya hizo para la isoteoria
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con el isoproducto X. Asi defini6 el levantamiento a x b — aX’b = ax T x
b=ax(=T)xb=—(axT xb) =—(axb), donde el elemento T era el que
determinaba una isotopia prefijada, de isounidad I = T-' donde I seria la
unidad convencional de partida.

También defini6 el concepto de nimero isodual, mediante el levantamien-

to a — a® =

—a, junto al concepto de isonumero isodual, mediante el uso
del isoproducto isodual, Qd, a partir del levantamiento a — % = @ * ¢ =
a * (—IA) = —(ax* f) — —a, donde @ denota el conjugado del elemento a en
el cuerpo K al que pertenezca. Con todo ello, Santilli obtenia en particular
que si se tomaba en los nimeros reales (de unidad convencional I = 1)
una isotopia a partir de la isounidad I=1= 1, entonces el levantamiento
isotopico isodual correspondiente se conseguia tomando 7T = -] = —1.
De esta forma, los nimeros reales isoduales correspondientes a la isounidad
I¢ se obtenfan por el levantamiento a — a? = —a (coincidiendo con los
isontimeros isorreales isoduales, correspondientes a la misma isounidad, ya
que @ = a, Ya € R). Se obtenian asi los nimeros negativos isoduales referi-
dos a la unidad negativa —1, lo que les hacia diferir de los niimeros negativos
referidos a la unidad positiva +1, en el sentido de que dado un niimero real
negativo —a, tendremos que, referido a la isounidad isodual 17 = —1 es
totalmente analogo a su correspondiente ntimero real positivo opuesto, a,
referido a la unidad positiva convencional I = +1. De esta forma, el cambio
de signo bajo isodualidad ocurria s6lamente en la proyecciéon de los nimeros
isoduales sobre el cuerpo original usual. Con todo ello, los ntimeros isodua-
les alcanzarian posteriormente una importante aplicacién en el estudio de
las antiparticulas en Fisica, a partir de la investigacion en las ecuaciones de

Dirac, que daban como soluciones energias negativas.

El siguiente paso serfa el estudio de los levantamientos isotopicos iso-
duales de los cuerpos K(a,+, x), dando lugar a los isocuerpos isoduales

~

con isounidad I¢ = —I. Mas tarde aparecerfan los levantamientos isotopi-
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cos isoduales del resto de las estructuras matemaéticas, al mismo tiempo que
iban apareciendo los correspondientes levantamientos isotopicos de éstas.
Estos ultimos daban lugar a la formacién de las denominadas isoestruc-
turas matemdticas, mientras que los primeros daban lugar a las llamadas
1soestructuras matemdticas isoduales para la construcciéon de las cuales se
buscaba en todo momento alcanzar el caracter antiautomorfo respecto a las
isoestructuras matematicas correspondientes.

En 1988, en [116] y [117], Santilli presenta una solucion a la cuestion de
la relacion entre los problemas dindmicos interiores y los problemas dinami-
cos exteriores, por medio de isogeometrias construidas a partir de los dife-
rentes grados de libertad otorgados a la unidad convencional con la que se
esté trabajando, a partir de una isotopia del producto usual. El problema
con el que se habifan encontrado las diferentes geometrias construidas has-
ta entonces para resolver estas cuestiones era que no se planteaban desde
un punto de vista general, no lineal y no local-diferencial, sobre sistemas
anisdtropos y no homogéneos. Santilli plantea su teoria abarcando el ante-
rior punto de vista general. Mas tarde lo seguiria desarrollando en[127] y
[134], hasta que en 1996 aplicara el concepto de célculo isodiferencial a la
construccion de las isogeometrias, lo que permitia una mayor transparencia
de la unidad abstracta de estos tltimos, permitiendo a su vez un tratamiento
unificado de los problemas dindmicos exteriores e interiores.

También en 1988, Santilli establece en[118] la irreducibilidad de los pro-
blemas dinamicos interiores a los problemas dinamicos exteriores, mediante
los llamados teoremas de no-reduccion, que prohibian la reduccién de un
sistema macroscopico interior, con un momento angular monétonamente
decreciente, a una coleccion finita de particulas elementales, cada una con
un momento angular constante. Posteriormente, en 1994, Santilli volveria
a tratar estos problemas en el monografico [134]. Como consecuencia de
estos resultados y en vista a los avances alcanzados, Santilli recibi6é en 1989
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algunos premios. Entre ellos destaca la Nominacion por la Academia de
Estonia de las Ciencias, por ser uno de los mejores matemaéticos aplicados
de todos los tiempos, uniéndose asi a prestigiosos mateméaticos como Gauss,
Hamilton, Cayley, Lie, Frobenius, Poincaré, Cartan y Riemann, entre otros.
Santilli fue ademaés el Gnico miembro de origen italiano en esta lista.

Dos anos més tarde, Santilli lograba en 1991 resolver los problemas que
ya se habia planteado en 1983, sobre la aplicacién de su isoteoria isodual
para la caracterizaciéon de la antimateria. Lo harfa en los monograficos
[122] ¥ [123]. La equivalencia entre isodualidad y conjugacion de carga,
seria probada en 1994 (véase[135]), mientras que importantes implicaciones
debidas a la isodualidad también serfan desarrolladas ese mismo afio (véanse
[132] y [136]), en el que también publico su primer monografico sobre
isodualidad (véase [134]).

En 1992, J. V. Kadeisvili clasifica en [46] los levantamientos isotopicos
en cinco clases, dependiendo del tipo de isounidad utilizado. También es-
tudia por primera vez la nociéon de isocontinuidad, comprobando que este
concepto | puede reducirse al de continuidad convencional, dado que el isomo-
dulo |f( )| de una funcién f sobre un isoespacio fijado, vendria dado por
el modulo usual multlphcado por la isounidad I que tiene un buen com-
portamiento: Tf()?ﬂ ]f( X)| x I. Kadeisvili sigue a continuacién con
un desarrollo isotépico del analisis funcional, bajo el nombre deisoandlisis
funcional.

En 1993, Santilli desarrolla con detalle en [129] un estudio sobre las
isotopias y sus isodualidades de la simetria de Poincaré (que ya habia sido
estudiada en 1983 (véase [110])). También trata el recubrimiento isoespino-
rial.

Por otro lado, desarrolla un estudio acerca del levantamiento isotopico
de la teoria de nimeros (véase [128]). En él recuerda la construccion de
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los isontiimeros y de sus isoduales. También trata la construccion de las
seudoisoestructuras por medio de seudoisotopias (las cuales se basan en el
levantamiento de la operacion + a +, que ya fue tratada por Santilli en
1989 (véase [120]). Estas seudoisotopias son levantamientos que conservan
todos los axiomas de la estructura de partida salvo los referentes a la dis-
tributividad, por lo que no pueden considerarse como auténticas isotopias
(v de ahi el nombre adoptado por Santilli). Desarrolla este estudio para
los ntimeros reales y complejos, y para los cuaterniones y los octoniones.
Para el levantamiento isotopico de estos tltimos (isocuaterniones e isoocto-
niones, respectivamente), Santilli realiza por primera vez su representacion
en términos de las isotopias e isodualidades de las matrices de Pauli. Tam-
bién estudia la aparicién de nuevos niimeros de dimensiones 3, 5, 6 y 7, al
desarrollar la clasificacion de las isoadlgebras isonormadas y senala la gene-
ralizacion de la teoria de ntimeros mediante el levantamiento genotdpico.

Finalmente, Santilli desarrolla en ese ano 1993 un monogréfico [127]
sobre los levantamientos isotopicos de los espacios vectoriales y métricos.
Trata sobre los espacios 1soeuclideos, la métrica isoeuclidea y las geometrias
1soeuclidea e isominskowskiana Demuestra ademés que la primera de estas
isogeometrias depende de la clase a la que pertenece la isotopia bajo la cual
se esté levantando la geometria de partida. La geometria isoeuclidea de
clase I permite un tratamiento de todas las geometrias convencionales de
la misma dimension y signatura, mas todas sus posibles isotopias. Las de
clase I permiten el tratamiento unificado de todas las geometrias anterio-
res, independientemenete de su signatura.

También define Santilli el concepto de propulsion geométrica, por la cual
una particula puntual de masa se mueve de un punto a otro sin aplicacion
alguna de fuerza, sino por medio de la alteracion de la geometria subyacente.
Esto ultimo lo consigue alterando las unidades del espacio con el que se
trabaja, al demostrar que cualquier isotopia de dicho espacio deja invariante
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el producto (longitud)x(unidad). De esta forma, mediante una isotopia
adecuada (es decir, mediante un cambio de unidad adecuado), se pueden
transformar matematicamente distancias muy grandes en distancias muy
pequenas y al revés.

Otro tema objeto de su estudio en ese ano consiste en desarrollar, al igual
que ya habia hecho Kadeisvili, las nociones de isotopias de continuidad,
limites, series, etc. Santilli probaria que series que son convencionalmente
divergentes pueden transformarse mediante una isotopia en series conver-
gentes. Esta propiedad ha tenido importantes aplicaciones en la reconstruc-
cion de series perturbadas convergentes para interacciones fuertes, que son
convencionalmente divergentes.

En ese mismo anio 1993, los matematicos griegos D. Sourlas y G. Tsagas,
escriben el primer libro matematico sobre isoteoria (véase [175]). En él,
estos autores tratan acerca de las diferentes isoestructuras matematicas
existentes y de sus inmediatas aplicaciones en Fisica . También definen
y desarrollan ademas la isoestructura de las isovariedades, generalizacion
isotopica de las variedades diferenciables de la Geometria diferencial, que
serian identificadas por primera vez en 1995, en [176]. Finalmente, intro-
ducen por primera vez, el concepto de isoespacio topologico a partir de una
isotopologia. Por su parte, G. Tsagas realizaria un estudio en 1994 (véase
[173]) de las coneziones isoafinesy de las métricas isorriemannianassobre
una isovariedad.

En 1994, Santilli desarrolla una nueva representacion de la antimateria
(véase [134]), empezando en el nivel clasico y llegando al nivel operador,
basdndose en la aplicaciéon isodualidad. Obtiene que esta representacion
es equivalente al conjugado de las cargas. En particular, todas las carac-
teristicas que son convencionalmente positivas para la materia llegan a ser
definidas negativas para la antimateria, incluyendo la energia, el tiempo,
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la curvatura, etc. Sin embargo, tal y como habia demostrado en [128],
habia que tener en cuenta que las caracteristicas positivas referidas a una
unidad positiva son equivalentes a las caracteristicas negativas referidas a
una unidad negativa. Esta propiedad elemental tendria importantes impli-
caciones, tales como la prediccion de la antigravedad para antiparticulas
elementales.

También en [134], Santilli desarrolla el estudio de la teoria de isorre-
presentacion, que mantiene las representaciones no lineales, no locales y no
canonicas de los grupos de Lie. Trata ademés en forma detallada la inequi-
valencia existente entre los problemas dinamicos interiores y los problemas
dindmicos exteriores.

En ese mismo afio 1994, Santilli realiza un estudio (véase [133]) sobre
las verificaciones experimentales de las isotopias en Fisica nuclear, al mismo
tiempo que un desarrollo de las isotopias de las ecuaciones de Dirac, previa-
mente introducidas por M. Nishioka en [83]. Estudia también Santilli en ese
ano (véase [154]) los Q-operadores deformadores de la simetria isospinorial
STU\Q(Q), levantamiento isotopico de la simetria spinorial SU(2), probando
el isomorfismo S/U\Q(Q) ~ SU(2) y construyendo y clasificando las isorrepre-
sentaciones de S/U\Q(Q) Este trabajo no seria sin embargo publicado hasta
1998, aunque las g-deformaciones ya habian sido estudiadas anteriormente,
en 1993 (véase [70]). Béasicamente, las g-deformaciones convencionales de
las algebras asociativas, AB — qAB, pasaban a reformularse en términos
isotopicos como gAB = AXB, considerando como isounidad a 1= g ', lo
que permitia su generalizacion y axiomatizacion en el operadorT integro-
diferencial mas general posible (que por esta razon algunas veces se denota

por Q).

En 1995, Santilli desarrolla junto a A. O. E. Animalu un estudio de la
verificacion experimental de las isotopias en Superconductividad, en base a
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modelos debidos a interacciones no-lineales, no-locales y no-Hamiltonianos,
mostrando la capacidad de representar y de predecir tales modelos (véase

[4])-

En 1996, Tsagas realiza un estudio acerca de la clasificacion de las al-
gebras de Lie-Santilli (véase [174]). En este trabajo repasa los conceptos
fundamentales de las algebras de Lie y estudia la relacion existente entre
un algebra de Lie y un tipo de isoalgebra llamado isodlgebra de Lie-Santilli,
que consiste en la generalizacion isotopica de un algebra de Lie.

En ese mismo ano, Santilli introduce por primera vez el concepto de
hiperestructura a partir de una unidad de valores multiples (véase [143]).
El concepto de hiperestructura en forma general habia sido ya introducido
por T. Vougiouklis en 1994 (véase [179]). En ese ano de 1996, Santilli
estudia en colaboracion con el propio Vougiouklis, las hiperestructuras con
unidades de wvalores singulares. Este nuevo concepto de hiperestructura
con unidad de valores multiples llegaba a ser una generalizaciéon del de
estructura genotopica (proveniente de una genotopia), que pasaba a ser un
caso particular.

En las hiperestructuras, las nuevas unidades a izquierda y a derecha
vienen dadas por un conjunto finito y ordenado, como sigue: {= f} ={=<
L,<L, <L} {I>Y={L> 1> 1> . % {<I}={I>}:donde la
ultima operacion se refiere a cada elemento de los conjuntos ordenados.

En [145], Santilli estudia la generalizacion isotdpica, conservando axio-
mas, del calculo diferencial ordinario, llamada cdlculo isodiferencial, que ya
habia planteado previamente, de forma implicita en sus trabajos[127] y
[134], de 1993 y 1994, respectivamente. De hecho, la presentacion oficial
la dio en Diciembre de 1994, en el Congreso Internacional Workshop on
Differential Geometry and Lie algebras celebrado en el Departamento de
Matemaéticas de la Universidad de Aristoteles en Tesalonica (Grecia).
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Este calculo isodiferencial esta basado en la generalizaciéon de la unidad
bésica con generalizaciones compatibles a su vez de cuerpos, espacios vecto-
riales y variedades diferenciales. Con este nuevo tipo de calculo, aplicado al
levantamiento isotopico de las ecuaciones de Newton, Santilli abre nuevas
posibilidades tales como la representacion de particulas no esféricas y de-
formables, la admisién de fuerzas no locales-integrales y la capacidad de
transformar sistemas Newtonianos no Hamiltonianos en el espacio dado, en
sistemas que si sean Hamiltonianos en los isoespacios correspondientes.

También con el calculo isodiferencial, Santilli prueba que se pueden le-
vantar isotOpicamente la mecanica analitica y cuéntica, y construye nuevas
isotopias de las geometrias simplécticas y Riemannianas, resultando no li-
neales (en coordenadas y velocidades), integro-diferenciales y no de primer
orden de Lagrange. De esta forma, estas nuevas geometrias resultan tutiles
para problemas dinamicos interiores, tales como la geometrizacion de veloci-
dades de la luz variando localmente. Santilli también presenta la existencia
de las correspondientes generalizaciones por métodos genotopicos e hiper-
estructurales, al igual que sus analogos isoduales.

En [145], Santilli también desarrolla por primera vez las isotopias de las
ecuaciones de Newton (llaméandolas isoecuaciones de Newton) y del resto
de las ecuaciones fundamentales de la Mecanica clasica. De hecho estudia
las isotopias y las imagenes antiautomorfas bajo isodualidad de todas las
ecuaciones bésicas de las mecanicas Newtonianas, analiticas y cuénticas.
Estas nuevas ecuaciones permiten la representacion de la antimateria en el
nivel Newtoniano por primera vez en un sentido antiautomorfo. Con todo
esto elabora las Mecanicas isohamiltonianas e isolangragianas. De hecho,
también las desarrolla desde métodos genotopicos y hiperestructurales.

Por ultimo trata el concepto de isogeometrias a partir del calculo iso-
diferencial. Reformula asi la geometria isosimpléctica (logrando la univer-
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salidad directa para los sistemas interiores, es decir, la representacion de
todos los sistemas interiores, directamente en el marco inercial fijado por
el observador). Esta geometria isosimpléctica emerge como la isogeometria
subyacente en la Mecéanica isohamiltoniana y en la isoteoria de Lie-Santilli.
Desarrolla también la geometria isorriemanniana, logrando aplicaciones en
el estudio de la variacion local de la velocidad de la luz, en teoria gravi-
tacional, en teoria geodésica, etc. Resulta ademés que la geometria iso-
rriemanniana es un caso particular de la geometria riemanniana con cur-
vatura nula. Hace mencion finalmente de las isogeometrias isoduales, de
las genogeometrias (levantamiento genotépico de las geometrias) y de las
hipergeometrias (levantamiento hiperestructural de las geometrias).

En 1997, aparece un trabajo de Santilli [152] en el que se muestra
que todas las deformaciones no-unitarias (incluidas las ¢-, k-, cuanticas,
Lie isotopicas, Lie-admisibles y otras deformaciones), aunque mateméti-
camente correctas, tienen una serie de aspectos problematicos de caracter
fisico cuando se formulan sobre espacios convencionales dados sobre cuer-
pos convencionales. Entre estos problemas se encuentran una pérdida de la
invariancia de las unidades basicas de espacio-tiempo, una pérdida de las
predicciones numéricas invariantes, una pérdida de la Hermiticidad obser-
vada en el tiempo, etc. De esta forma muestra también que la formulacion
contemporanea de la gravedad estd sometida a problemas similares, puesto
que los espacios Riemannianos son de hecho deformaciones no-canoénicas de
los espacios Minkowskianos, teniendo asi unidades de espacio-tiempo no in-
variantes. Santilli construye entonces con base en las isotopias, genotopias,
hiperestructuras y sus isoduales, una teoria no unitaria, conocida como
Mecdnica relativista hadrdnica, que salva las inconcistencias axiomaticas de
la Mecanica cuantica relativista, conserva los axiomas abstractos de la re-
latividad especial y resulta un complemento de la Mecanica convencional
acerca del argumento de Einstein-Podolski-Rosen. Esta teoria viene dada
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fundamentalmente por las transformaciones no unitarias siguientes:

I -1 = UIUt A A =UAU?

B— B = UBU' AB — UABU' = ATB'
donde:

UUt =T #1 T = (UUh)-!

f: f_l f: TT

T=T% U(AB — BAU' = ATB' — BTA’

Con esta nueva teoria, Santilli abre nuevas posibilidades de estudio, de-
biéndose atin hoy dia desarrollar una gran cantidad de aspectos relacionados,
en el sentido de que deben generalizarse a la forma no unitaria todos los
conceptos relativos a las isotopias, genotopias e hiperestructuras. El propio
Santilli ha seguido investigando en este tema, desarrollando estas inconsis-
tencias fisicas en diversas deformaciones cuanticas (véanse [156] y [150]),
al igual que en otras teorias generalizadoras (como en[160]). Por otro lado,
dichas inconsistencias han llegado a ser de tal importancia para la isoteoria
que el propio Santilli las ha denotado como inconsistencias catastrdoficas de
la isoteoria de Lie-Santilli.

Senalemos para terminar esta introducciéon historica de la Teoria de
Lie-Santilli, que en los ultimos anos, Santilli ha encaminado su investi-
gacion a desarrollar aiin més las diversas implicaciones que tiene esta iso-
teoria en campos tan variados como son: la utilizacién de la geometria
isominkowskiana para el tratamiento gravitacional de la materia y de la
antimateria (véanse [149], [151], [153] y [154])), junto a una verificacion
experimental en Fisica de particulas (véase[5]), una aplicacion de la Mecani-
ca hadroénica en la prediccion y verificaciones experimentales de las nuevas
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especies quimicas, denominadas magnéculas (distinguiéndolas asi de las con-
vencionales moléculas), que ha permitido la aplicacion industrial de su teoria
a los nuevos reactores hadronicos, que reciclan liquidos residuales producien-
do un gas combustible, limpio y barato (véase [157]), una aplicacion de la
teoria isodual de la antimateria en la prediccion de la antigravedad (véase
[159]), v otras muchas aplicaciones a otros campos que prueban la solidez
de esta teoria y su definitiva implantacion en la Ciencia actual.



Capitulo 3

ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI:
ESTRUCTURAS ISOTOPICAS

()

En este Capitulo y en los siguientes, realizaremos el estudio de la Isoteoria
de Lie-Santilli. Es conveniente indicar que la mayor parte de los concep-
tos y propiedades que aparecen en ellos han sido introducidos por el pro-
pio Santilli y por algunos otros autores, que estudiaron su obra. Nuestra
aportacion personal en este texto se centra en incorporar una gran canti-
dad de ejemplos, sistematizar la totalidad de conocimientos relativos a una
misma isoestructura (con la necesidad de unificar la notacion, al haber sido
obtenidos éstos por varios autores en algunas ocasiones) y aportar nuevas
demostraciones de algunos de ellos, que en nuestra opinién contribuyen a
acortar y a mejorar, sobre todo desde el punto de vista matemético actual,

63
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las existentes anteriormente. Incluso en algunos casos, estas demostraciones
ni siquiera existian y los hechos se daban por supuestos.

Comenzamos entonces este estudio con la definicién del concepto de
1sotopia. No obstante, como este nuevo concepto tiene un sentido demasiado
general para lo que se pretende, nos restringiremos al caso de laisotopia de
Santilli, que serd una herramienta basica para el desarrollo de esta genera-
lizacion de la teoria de Lie, conocida como isoteoria o teoria de Lie-Santilli.
Posteriormente, tras introducir unas nociones previas, se realizaré un levan-
tamiento isotopico de las estructuras matematicas basicas, configurando asi
las nuevas estructuras isotopicas o isoestructuras.

3.1 Isotopias

Definicién 3.1.1  Dada una estructura matemdtica cualquiera, se define
una isotopia o levantamiento isotopico de la misma como cualquier levan-
tamiento suyo, que dé como resultado una nueva estructura matemdtica,
tal que verifique los mismos axiomas bdsicos que caracterizan a la estruc-
tura primitiva. A esta nueva estructura se le dard el nombre deestructura
isotopica o isoestructura.

Notese que esta nocion de isotopia engloba una amplia gama de posibles
levantamientos. Asi por ejemplo, tendriamos en primer lugar la isotopia
basica de la identidad, que da como estructura resultante la propia estruc-
tura de partida. Asi, si tenemos por ejemplo un cuerpo K(a,+, X), de
elementos {a, b, c,...} y operaciones internas la suma y el producto usuales,
+ y %, el mismo cuerpo K(a,+, X) seria una isotopia suya, pues trivial-
mente se obtiene una estructura matematica que verifica los axiomas que
caracterizan a la primera estructura. De esta forma, la teoria isotdpica llega
a ser un recubrimiento de la teoria usual, en el sentido de ser formulada sobre
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fundamentos estructuralmente més generales, que admiten la formulacion
convencional como un caso particular trivial.

El caso anterior es el mas sencillo posible. Nos interesa estudiar otros
casos y ver como podemos obtenerlos. Lo haremos en primer lugar desde
un punto de vista teérico y méas tarde veremos ejemplos de ello.

Observamos primero que en toda estructura matematica (ya sea un
grupo, un cuerpo, un espacio vectorial, etc.) aparecen dos objetos matemati-
cos que la constituyen: los elementos que la forman y las operaciones o leyes
que relacionan dichos elementos. Por tanto, dado que toda isotopia es un
levantamiento de una estructura matemética, podremos realizar una clasi-
ficacion de éstas, atendiendo al objeto en cuestion que se levanta. Asi,
tendremos tres tipos de isotopias no triviales:

1. Isotopias de TIPO I.  En ellas so6lo se levantan los elementos de la
estructura matematica.

2. Isotopias de TIPO II.  En ellas solo se levantan las operaciones aso-
ciadas a la estructura matematica, dejando invariante el conjunto de
elementos de la misma (aunque cada elemento en si pueda transfor-
marse en otro de dicho conjunto).

3. Isotopias de TIPOIII. En ellas se levantan tanto los elementos como
las leyes asociadas a la estructura matematica.

De todas formas, en los tres casos hay que tener en cuenta que para que
se tenga realmente una isotopia es necesario que se conserven los axiomas
que determinan la estructura primitiva. Con ello se consigue que el tipo de
estructura sea el mismo, es decir, el levantamiento isotépico de un cuerpo
es un cuerpo, el de un anillo es un anillo, el de un grupo es un grupo,
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etc. Ahora bien, en estas condiciones, aparecen de manera natural algunas
cuestiones tales como: gen qué avanza la aplicaciéon de una isotopia? o
pQué ventajas tiene llegar a una nueva estructura mateméatica del mismo
tipo que la que ya teniamos, por medio de una isotopia? Para contestar
a éstas y a otras preguntas parecidas hay que observar que, aunque una
isotopia conserve el tipo de estructura matematica, en general no tiene
porqué conservar las nociones, propiedades y teoremas desarrollados por
la estructura convencional. De esta forma, una isotopia se convierte en una
generalizacion de los conceptos de homomorfismos y homeomorfismos, en
el sentido de que ya no tenemos porqué restringirnos a las condiciones que
debian verificar éstos, sino que podemos utilizar los levantamientos més
generales posibles.

Atin nos queda por resolver la cuestion de como obtener isotopias. Segtn
lo visto, cada isotopia dependera del tipo de estructura inicial que tengamos.
Asi, en principio no podemos dar un modelo de isotopia no bésica que sirva
para cualquier estructura dada. Por tanto, cada isotopia debe "construirse”
para cada caso en concreto. Esto se debe ademés a la propia definicion
de isotopia, ya que al tener que conservar axiomas, no nos sirve cualquier
levantamiento ya conocido de la estructura dada. Es aqui donde radica
el problema de la construccion de isotopias, pues, si tenemos fijada la es-
tructura inicial y conocemos un levantamiento suyo, deberemos comprobar
si verifica todos los axiomas de la estructura base. En caso negativo, de-
beremos modificar el levantamiento para lograr la conservacién axiomética.
Esto ultimo puede llegar a ser un procedimiento muy costoso, pues hay
que realizarlo atendiendo a cada uno de los axiomas, teniendo cuidado por
tanto de no alterar ninguno de ellos. Con todo esto, una vez que hayamos
levantado los elementos y las leyes que los asocian, de tal forma que se ve-
rifiquen los axiomas caracteristicos de dicha estructura, habremos logrado
construir una isotopia. De lo anterior se deduce ademas que una isotopia
de una estructura matematica no es algo tnico, ya que cada "construccién”
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estd sujeta a posibles modificaciones que permitan la obtencién de nuevos
levantamientos tutiles.

Sin embargo, las ideas anteriores siguen siendo muy generales. Es a
medida que vamos imponiendo condiciones a las isotopias cuando aparece
la verdadera utilidad de éstas. Una de las posibles restricciones que se
pueden hacer, la obtuvo Santilli en 1978 (véase [98]), cuando atendiendo
a problemas de indole fisico y buscando una generalizacion de la teoria de
Lie, empez6 a utilizar un tipo de isotopias, més tarde llamadasisotopias de
Santilli, que verificaban la siguiente:

Definicién 3.1.2  Se denominan isotopias de Santilli a aquellas isotopias
de una estructura lineal, local y candnica, que den como resultado una
wsoestructura en las formas no lineales, no locales y no candnicas mds ge-
nerales posibles y que sean capaces de reconstruir linealidad, locacidad y
canonicidad en ciertos espacios generalizados, dentro de las coordenadas
fijadas por un observador inercial.

En ese mismo trabajo de 1978, Santilli da un posible modelo para este
tipo de isotopias. Se trata ademés de un modelo que, con las modificaciones
oportunas, sera valido para los diferentes tipos de estructuras matemaéticas.
Fundamentalmente, estas isotopias se basaban en una generalizacion de
la unidad convencional y de las propiedades usuales de ésta. Esta gene-
ralizacion de la unidad, a la que Santilli dard el nombre de isounidad, sera
clave tanto en el levantamiento de los elementos de la estructura conven-
cional, como en el levantamiento de las leyes asociadas. La obtencion de
dicha isounidad viene dada en la siguiente:

Definicién 3.1.3  Sea E una estructura matemdtica cualquiera, de cardc-
ter lineal, local y canonico, definida sobre un conjunto de elementosC. Sea
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V' 2 C un conjunto dotado de una ley de composicion interna*, con ele-
mento unidad I. A dicho conjunto V' se le llamard conjunto general de
la isotopia. Sea 1€V ta que existe su inversa T = 1! respecto a la
operacion x (donde el superindice indica la unidad bajo la cual se calcula la
tnversa, es decir, tal que I+T =T+ = I). T serd entonces llamado unidad
isotopica o isounidad, y serd la unidad bdsica del levantamiento a segquir de
la estructura E. Al elemento T’ se le llama elemento isotépico. Finalmente,
el par de elementos 7 y * constituirdn los elementos de la isotopia.

En la préctica, dado que el elemento fundamental de una isotopia de
Santilli es la isounidad 1/'\, no se suele indicar cudl es el conjunto V' de la
definicién, sino que, para establecer la isotopia, basta senalar la operaciéon
x y la isounidad 7 (o bien el elemento isotopico, T'). Observemos ademés
que la ley * no tiene porqué aparecer en la estructura £.

En el caso mas general posible, 7 puede poseer una dependencia no lineal
y no local del tiempo ¢, de las coordenadas = y de sus derivadas de orden
arbitrario Z, T, . . ., es decir, 1= [(t T,1, 7, . ..). También pudiera ocurrir
que 7 dependiese de otras variables locales como la temperatura, la densidad
del medio, etc. En cualquier caso, dado que la caracteristica fundamental
de toda isotopia es la de conservar ax10mas y dado que queremos « establecer
una isotopia a través de la isounidad ] deberemos imponer que T verifique
las propiedades topologicas de la unidad usual /. Asi, suponiendo que [
sea n— dimensional, f, aparte de tener la misma dimension n, deberéd ser
al igual que I, no singular en todo punto, invertible (en la region donde se
consideren los valores locales) y hermitica (esto es, simétrica y de valores
reales).

Senalar por tltimo que en la definiciéon se puede establecer quef sea
isounidad tanto a derecha como a izquierda, dependiendo de como multi-
pliquemos. Se podrian establecer asi dos teorias analogas. Sin embargo, da-
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do que nos interesa que 7 verifique las propiedades topologicas de la unidad
usual, admitiremos que [ es isounidad a izquierda y a derecha.

Antes de ver como se obtienen las isoestructuras a partir de la isounidad
I , observemos que en el caso de las isotopias de Santilli no nos interesan las
isotopias de tipo I vistas anteriormente, debido a que el caracter no lineal,
no local y no canénico buscado se encuentra dado en las operaciones. Asi,
si éstas no varian no alcanzaremos dicho caracter. Sin embargo, dado que
las isotopias de Santilli se basan en la isounidadf, J. V. Kadeisvili, en 1992

(véase [46]), ya realizo la siguiente clasificacion de estas isotopias de Santilli:

1. ISOTOPIAS DE SANTILLI de CLASE I.  En ellas las isounidades
son suficientemente diferenciables, acotadas, no degeneradas en todo
punto, hermiticas y definidas positivas. Son las isotopias de Santilli
propiamente dichas.

2. ISOTOPIAS DE SANTILLI de CLASE II.  Son isotopias anéalogas
a las de clase I, salvo en que I sera definida negativa.

3. ISOTOPIAS DE SANTILLI de CLASE III.  Son las isotopias unién
de las dos clases anteriores.

4. ISOTOPIAS DE SANTILLI de CLASE IV.  Son aquellas isotopias
union de las de clase 111 con las que tienen isounidades singulares.

5. ISOTOPIAS DE SANTILLI de CLASE V. Son aquellas isotopias
union de las de clase IV con las que tienen isounidades sin ninguna res-
triccion, pudiendo depender de funciones discontinuas, distribuciones,
etc.

Es importante observar que esta clasificacion no sélo sirve para las iso-
topias, sino para todas las estructuras generadas por ellas, es decir, para
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las isoestructuras. En nuestro estudio se desarrollaran las de clase I y II,
unificAndose a veces en las de clase II1.

Seguidamente queda ver como construir la isotopia de Santilli a partir
de la isounidad 7. Para ello debemos ver para cada estructura en particu-
lar como se realiza el levantamiento, tanto del conjunto de elementos de la
estructura como de las leyes asociadas. Esta particularizacion se vera refle-
jada también en las condiciones iniciales que deban cumplir la isounidad
y la operacion *, condiciones que variaran segin la estructura que estemos
estudiando.

En general, si C' es el conjunto de elementos de una estructura fijada,
E, cualquiera, el levantamiento que se lleva a cabo es el que a cada ele-
mento X € C le asocia X = X f, donde la operacion * corresponderia
al conjunto V' visto anteriormente. Volvemos a indicar que esta operacion
no tiene porqué encontrarse como ley de la estructura F/. Sin embargo, por
razones de simplificacién y cuando no haya lugar a confusién, suprimire-
mos su escritura, resultando la notacion X = XI. Al conjunto obtenido
entonces, éf = {)? = XT:X¢€ C'}, se le llamara conjunto isotdpico aso-
ciado a C mediante la isounidad 7. También, cuando no haya problemas de
interpretacion, se notara simplemente por C.

Destaquemos también que por convenio, los elementos de escritura a los
que se les superponga el gorro’, indicaran que lo que representen se co-
rresponde al plano del levantamiento isotopico realizado. Asi veremos por
ejemplo que la mayoria de las operaciones usuales pueden ser levantadas
isotopicamente de una manera u otra y que para evitar complicaciones de
escritura, la forma de diferenciar las operaciones de la estructura de partida,
de las de la isoestructura serd mediante el signo.

No obstante, es importante notar que esta forma de conseguir el levan-
tamento isotépico del conjunto C, aunque correcta, no es la mas adecuada,
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pues da lugar a una serie de inconsistencias matemaéticas, identificadas por
el propio Santilli al comienzo de sus estudios (véase [99]) y estudiadas por
¢l mismo recientemente (véanse [145] y [161]). Sin embargo, para em-
pezar a estudiar la isoteoria de Santilli conviene comenzar manejando este
levantamiento senalado.

Finalmente, faltaria atin por estudiar como realizar el levantamiento de
las operaciones asociadas a la estructura E, pero este aspecto conviene verlo
para cada estructura en particular. Por ello, vamos a ir viendo en las siguien-
tes secciones de este Capitulo y en las de los siguientes, separadamente, el
conjunto de levantamientos isotdpicos de las estructuras mateméticas mas
importantes, que daran lugar, respectivamente a las siguientes isoestruc-
turas: isogrupos, isoanillos, isocuerpos, isoespacios vectoriales, isomodulos,
isoespacios vectoriales métricos e isodlgebras. Como cabe observar, los nom-
bres de todas las isoestructuras senaladas se forman anadiendo el prefijoiso-
a los nombres de las estructuras usuales. Con este procedimiento (habitual
en otros campos de la isoteoria) se viene a senalar lo ya visto de que las
nuevas estructuras son del mismo tipo que las anteriores, ya que conservan
los axiomas que las definen.

Senalar por tltimo que las definiciones de las isoestructuras sirven para
cualquier isotopia en general, aunque nosotros las aplicaremos directamente
a las isotopias de Santilli. Por ello, dado que ya no hay lugar a confusiones,
notaremos simplemente por isotopias a éstas tltimas, siempre recordando
que son una restriccion del conjunto de isotopias generales.

3.2 Isonumeros

Antes de empezar a estudiar la primera de las isoestructuras, vamos a
dedicar un apartado a la formacién del conjunto isotoépicoC', senalado ante-
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riormente, para el caso de la estructura de cuerpos. Esto nos servird para
comenzar a familiarizarnos con los nuevos conceptos, pues se trata del caso
mas simple posible.

Supongamos entonces que tenemos un cuerpo cualquiera, K = K(a, +, X),
de elementos {a, b, ¢, ...}, con las operaciones asociativas+ y x usuales, con
unidad aditiva 0 y unidad multiplicativa 1. Dado que convencionalmente
a los elementos de un cuerpo se les llama nimeros, a los elementos de la
isoestructura que queremos construir les llamaremos isontimeros. Con las
notaciones de la seccién anterior, tendriamos que en este caso: £ = K, C' =
{a,b,c,...} y las operaciones asociadas serian + y x. Un desarrollo mas

completo, asi como la génesis historica de los isontimeros puede verse en
[128].

Fijadas ahora una isounidad f, que puede pertenecer a K o no (recorde-
mos que Ie V, donde V O K, aunque dijimos que en la practica no habia
porqué senalar dicho conjunto) y una ley %, sabemos, por el modelo visto
anteriormente, que el conjunto isotépico asociado aC' mediante la isounidad
I, queda: C = {@=ax1=al | a € C}. Dicho conjunto isotépico es el
conjunto de los isoniimeros que corresponderd al levantamiento isotopico
por fy x del cuerpo K.

Veamos a continuacién dos ejemplos de isontimeros originados ambos
a partir de los ntimeros reales, es decir, trabajaremos con la estructura
R(+, X), con la suma y el producto usuales. En el primero de ellos, tomare-
mos I € R, mientras que en el segundo, fgé R.

Ejemplo 3.2.1  Con las notaciones anteriores, supongamos que
V — O = R7 * = X, j\: 2

Tendremos en este caso que el conjunto 1sotopico asociado aR mediante 7
y * serd el conjunto Ry = {a =a x 2 =2a:a € R}. Asi pues, resulta que
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Ry = R, con lo que el levantamiento wsotopico del conjunto de elementos
iniciales nos da el mismo conjunto. <

Ejemplo 3.2.2  Supongamos ahora que
V=C, x = o (el producto en C), T=i

Obtendremos entonces como conjunto 1sotopico af{i ={a=aei=ai:a€
R}. Liegamos asi a que R; = Im(C.) <

Observamos que en el segundo ejemplo bastaba con senalar la isounidad
I = i e indicar cual es la operacion * para obtener el conjunto isotopi-
co, puesto que no ha sido necesario en ningin momento saber cudl era el

conjunto V.

En general, como la ley * es interna, cuando queramos que la isotopia
buscada no varie el conjunto de elementos de la estructura de partida, supon-
dremos que V = C. En caso contrario, tomaremos V' O C. Por todo ello,
cuando indiquemos una isotopia sélo por una isounidad] € C y la operacion
%, supondremos que V = C. Si fgé C,sera VO C.

Vemos por ultimo que, para la construccion del conjunto isotopico no
se ha hecho distincion acerca de la caracteristica del cuerpo con el que se
trabaja. Tengamos en cuenta ademés lo ya anotado con anterioridad de
que para poder realizar una isotopia, aparte de las condiciones impuestas a
la isounidad ]A, dicha isounidad también puede depender del tiempo, de las
coordenadas y de sus derivadas, etc. Esto tiene gran importancia desde el
punto de vista fisico y analitico. No obstante, para fijar ideas, comenzaremos
suponiendo en primer lugar que T es un elemento constante.
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3.3 Isogrupos

Comenzaremos dando la definicion general de isogrupo (pueden verse de
forma méas exhaustiva en [98]), para indicar después el modelo de construc-
cion de un isogrupo a partir de una isounidad y una operacionx fijadas. Tras
mostrar finalmente algunos ejemplos, se plantea también la posibilidad de
realizar el levantamiento isotopico de algunas subestructuras relacionadas
con los grupos y de las aplicaciones que existen entre los isogrupos.

Definicion 3.3.1  Sea (G, 0) un grupo, siendo o una ley de composicidon
interna asociativa, con elemento unidade. Un isogrupo G es una z'sotopz’a de
G, dotada de una nueva ley de composicion interna, o, tal que el par (G )
verifica las propiedades de grupo, es decir, quevVa, ﬁ ~ € G se verifican:

~

1. Asociatividad: (a03)57 = ad(357).
2. Elemento unidad (isounidad): 37 € G tal que 601 = Toa = .

3. Elemento inverso (isoinversa): Dado & € G, eziste a1 € G tal que

acal=aTsa=T.
Si ademds se verifica que aof3 = [Foa, para todos a, 3 € G, entonces se
dice que G es un isogrupo isoabeliano o isogrupo isoconmutativo.

Observemos en primer lugar que como esta nociéon asi definida de iso-
grupo es general, el elemento unidad asociado a o, al que se le llama
isounidad, no corresponde siempre con la isounidad a la que haciamos refe-
rencia para la construccion de una isotopia de Santilli. Sin embargo, cuando
realizamos tal construccion, buscamos hacerla de tal forma que estos dos
elementos coincidan. Notemos ademés que el hecho de escribir 1 y 1o e,
no es casual. Ello es debido a que si seguimos las notaciones usadas hasta
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ahora, € es el levantamiento isotopico del elemento e, pero en general, €
1no tiene porqué ser un elemento unidad de la operaciond. Esta es una de
las razones fundamentales por las que las nociones, propiedades y teoremas
desarrollados por la estructura de partida no sean necesariamente aplicables
a la nueva estructura mas general.

Veamos este hecho anterior en el caso de la construccion de una isotopia
de Santilli a partir de una isounidad y una operacion x fijadas.

Para ello, una vez que tenemos el grupo (G, o) de partida, consideramos
la isounidad I (no necesariamente perteneciente a GG), y definimos la ope-
racion x con la que deseamos trabajar. Ya es conocida la forma de construir
el conjunto isotopico asociado a G mediante la isounidad 7 y la operaciéon
*, pues ya se ha dicho que el modelo de construccion visto en las secciones
anteriores es valido para cualquier estructura. Resulta entonces G = {a =
axl=al|acG}

Se va a ver a continuacién, por primera vez en este texto, como levantar
las operaciones asociadas a la estructura de partida (en nuestro caso sélo
hay que levantar la ley o). Dependiendo del caso en que se encuentre la
isounidad I en cuestion (esto es, ITeGol ¢ G), podremos hacer uso
de tantos levantamientos de las operaciones como podamos construir. Sin
embargo, comenzaremos con un levantamiento que servird siempre y que va
a ser fundamental en la teoria, no sélo de los isogrupos, sino del conjunto
de isoestructuras en general.

Este levantamiento consiste, en nuestro caso particular, en deﬁnir,%@ =
axTxfp,Va, 3 € G,donde T = I~! es el elemento isotopico dado en la Defini-

cion 3.1.3. Teniendo en cuenta entonces la definicién del conjunto isotépico

o~

dada, resulta que & = ax1 v B= Bx1 v por tanto, ao8 = (a*[)*T*(ﬁ*f).
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Observando esta ultima expresion nos damos cuenta de la importancia
que tendria imponer la condicién de asociatividad a la operacionx, condicién
que no es necesaria para la formacion de isotopias de Santilli en general. Sin
embargo, cuando la operacion que queramos levantar por este procedimiento
tenga la propiedad de asociatividad (como en el caso que nos ocupa), si
deberemos imponer que * sea asociativa, como se verd mas adelante. Por
ello, supondremos a partir de ahora que * es una ley asociativa.

Entonces, supuesta la condicién de asociatividad de*, obtenemos final-
mente que

@SB:@*T*B:(oz*f)*T*(ﬁ*f):a*(f*T)*ﬂ*f:a*I*ﬁ*f

donde I es el elemento unidad asociado a*. De ahi que &83 = (axf) «1. Fl
producto resultante de esta construccion recibe el nombre deisoproducto.

Ya hemos dicho que este modelo constructivo de levantamiento isotépico
de la operacién o asociada al grupo GG, no es propio de los isogrupos, y de
hecho seguiremos utilizandolo en la construccion del resto de las isoestruc-
turas. Ello se debe a que la utilizacion del isoproducto permite, tras unas
adecuadas restricciones en la isounidad I y a la operaciéon x, el correcto
levantamiento de la estructura de partida a la isoestructura correspondien-
te. En el caso de los isogrupos, la condicién que vamos a imponer es que,
con las notaciones usuales, (G, %) sea un grupo con elemento unidad I € G
(donde I es el elemento unidad respecto a * en el conjunto general V).

Se puede demostrar entonces que (G,0), segun se ha definido, es un
isogrupo, viendo que © es una operacion interna y que verifica ademaés las
tres condiciones de la Definicion 3.3.1.

En efecto, Va, B\ﬁ € é, Vemos que

a) 0 es una operacion interna para G, ya que aoff = (ax 3) * I € G, al ser
ax[3 € G, por ser * una operacion interna sobre G por hipdtesis (recordemos
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que (G, *) es un grupo).

b) (@88)87 = (AxT*3) *Tx7 = axT (BT x7) = 60(357). (Obsérvese
que es primordial que * sea asociativa para lograr que lo sea ).

c) I«1=1c¢ G dado que I € G. Ademas, T es la isounidad buscada pues
ol =axTx1=ax(T*I)=a=Ioq.

d) Dado & € G, se verificarda @ = a * I, con o € G. Entonces, por ser

(G, *) un grupo con elemento unidad I, existe a1 € G, tal que o a1

alxa =1 De esta forma, bastarad tomar al elemento o= = a !

>l

~

*

/\

€como 1somverso de & respecto a o, pues entonces se tiene que aoa '

axTxal= (axaysT=I+«T=1= a-15a. Obsérvese ademas que si
axl = B*] entonces o = ax [ T = ﬁ*I*T 0. Esta bien definido por
tanto el isoinverso.

e) Ademas, si * es conmutativa, (G,0) serd conmutativo, pues 4ol = @

T*gz(a*ﬁ)*f:(ﬂ*a)*fzga@

Se ha probado, por tanto, la siguiente:

Proposicién 3.3.2  Sea (G, 0) un grupo asociativo y sean I y * dos ele-
mentos de isotopia en las condiciones de la Definicion 3.1.3. Si(G, *) tiene
estructura de grupo asociativo con elemento unidadl € G (siendo I el ele-
mento unidad de* en el conjunto general correspondienteV ), entonces el le-
vantamiento isotopico (@,8) realizado por el procedimiento del isoproducto,
tiene estructura de isogrupo. Si ademds (G, %) es conmutativo, entonces
(G,3) es un isogrupo conmutativo. O

Se van a ver a continuaciéon algunos ejemplos de isogrupos:
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Ejemplo 3.3.3  Consideremos el grupo (R, +) de los nimeros reales con
la ley de composicion dada por la suma usual. Un levantamiento isotdpico
trivial vendria dado a partir de la isounidad I = 0 y la operacion x = +
(evidentemente (R, x) = (R, +) seria un grupo con elemento unidad0 € R),
con la que obtendriamos el par (f{O, 1), donde R, = {a=a+x0=a+0=
a | a € R} = R. Por otro lado, al ser x = +, el elemento unidad respecto
axenR serd =0 yasi, T = I1=T717°=0"0=0. De esta forma, el

1soproducto quedaria definido segun
¥ = ax0xb = (ax0)x0x(b*0) = (a+0)+0+(b+0) = (a+b)+0 = a + b = a+b

Ast, tendriamos que + = * = +. Conviene indicar, no obstante, que aunque
correctamente deberiamos hablar deisosuma, mantendremos el término de
1soproducto por razones que se verdn en las siguientes secciones.

Por tanto, la isotopia de (R, +), dada por la isounidad 0 y la operacion
x = +, cotncide con la 1sotopia trivial, esto es, la identidad. Esto demuestra
que la construccion que estamos llevando a cabo de una isotopia de Santilli
es correcta, pues si no variamos ni la unidad de partida ni la operacion
asociada al grupo, éste permanece invariante tras la isotopia. <

Ejemplo 3.3.4  Consideremos ahora para el grupo (R*, x), siendo R*
el conjunto de los niumeros reales salvo el cero, la isolopia que surge con-
siderando como isounidad a I = i y utilizando como ley el producto de
complejos x = e.

Segin lo visto anteriormente, llegamos a que el conjunto isotopico es
R*; = Im(C) \ {0}. Se va a estudiar ahora el levantamiento isotdpico del

producto X. Para ello, como x = e, el elemento unidad respecto a x serd
I=1Ast, T =11 =i =i ya queio(—i)=(—i)ei=1.
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Finalmente, el isoproducto queda definido de la siguiente forma:ﬁ?gz
ax(—i)xb = (axi)x(—i)x(bxi) = (aei)e(—i)e(bei) = (aeb)ei =aeb=a X b,
para todos a,b € R. <

Observamos ademas que los isogrupos obtenidos en los dos ejemplos
anteriores son isoconmutativos, al serlo los grupos de partida correspon-
dientes, pudiéndose aplicar entonces la Proposicion 3.3.2.

Ahora, como paso previo a nuestro desarrollo y con el fin de continuar
con la intencién de distinguir los conceptos isotopicos de los usuales, damos
la siguiente:

Definicion 3.3.5  Dada la isotopia (G,0) de un grupo (G,o,) si existe
P veces
Kl . Kl . AN AN - . - . .
un entero positivo minimal p tal que ao...oa = I (siendo I la isounidad
del isogrupo en cuestion), diremos que el isogrupo G tiene isocaracteristica
p. En otro caso, se dird que tiene isocaracteristica cero.

A continuacion se van a estudiar los posibles levantamientos de las sub-
estructuras relacionadas con los grupos, es decir, los subgrupos. Para seguir
la construccion que hemos venido haciendo, debemos definir un isosubgrupo
como el levantamiento isotopico de un subgrupo H de un grupo fijado, G. El
problema se plantea entonces desde el momento en que queremos que todo
levantamiento isotopico de una estructura dada deba ser una estructura del
mismo tipo. Asi, toda isotopia de H deberia tener estructura de subgrupoy,
por tanto, el levantamiento isotopico de H no podria ser independiente del
levantamiento de GG. Con todo ello, la definiciéon de isosubgrupo quedaria
como sigue:
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Definicion 3.3.6  Sea (G, o) un grupo asociativo y sea (G,3) un is0gTUpo
asociado. Sea H un subgrupo de G. Se dice que H es un 1s0subgrup0 de G
st, szendo una isotopia de H, el par (H o) es un subgrupo de G es decir,
si H C G o es una ley de composicion interna para H y (H o) tiene
estructura de grupo.

Vamos a aplicar ahora esta definiciéon anterior al modelo de construcciéon
que venimos haciendo, mediante una isounidad y una operacién*. Supon-
gamos entonces que tenemos el grupo asociativo (G, o) y el isogrupo (@,3),
obtenido mediante una isounidad I y una operaciéon * fijadas. Sea H un
subgrupo de G. Dado que deseamos que en el futuro isosubgrupo]:l la ley
asociada sea la propia o, si seguimos la construccion dada del isoproducto,
tanto la operacién como la isounidad bajo las cuales hagamos la isotopia
tienen que ser, respectivamente, x e f, ya que en otro caso no se obtendria
la misma operacion © en general. Veamos un ejemplo de ello:

Ejemplo 3.3.7  Consideremos el grupo (Z,+) de los nimeros enteros con
la suma usual. Tomamos, bajo las notaciones usuales, * = +, 1 =2. Como
(Z,%) = (Z,+) es un grupo con elemento unidad0 € Z, podemos realizar la
isotopia de elementos* e I. Entonces, Zo = {a = ax2 = a+2 | a € Z} = Z.

Por su parte, como * +, I = 0 serd el elemento unidad respecto a *.
Asi, I1=70=20=_9 y llegamos por tanto al isoproducto dado por
AFb =ax (=2)xb=(a+2)*(=2)x(b+2) =a+2+(-2)+b+2 =
a+b+2=(a+b)x2= a/—l—\b, para todos a,b € Z. Hemos obtenido asi el
150gTUPO (22, 1), proveniente del grupo aditivo (Z,+).

Consideramos ahora el subgrupo (P,+) de los enteros pares y el cero.
Si realizamos la isotopia relativa a los mismos elementos anteriores (que de
nuevo puede realizarse al ser (P, %) = (P, +) un grupo con elemento unidad
0 € P), obtenemos por una parte el conjunto isotdpico f’g ={m=mx2=
m+2|m e P} =P, ypor otra parte, llegariamos al mismo isoproducto F.
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Se va a demostrar ahora que (f’g, —T—) es un isosubgrupo de (22, —/i:), te-
niendo en cuenta que, desde luego, Py es una isotopia de P C Z. Para ello
se observa que

a)ﬁggzg,puesf’:P,ZZZyPQZ.

b) Para todos m,n € P se verifica m+n =m+n+2 € P. Asi, T es una
ley de composicion interna en Ps.

c) Se verifican también las condiciones de grupo, al ser

1. La asociatividad la hereda de (@,/o\).

2. La isounidad I = 2 (que es el elemento unidad respecto a+) pertenece
aPQ—P Sema[—O—(H—Q

3. Ym e P, m f:—melgz, ya quem—?(—m):(m+(—m))+2:
0+2=2=1=(—m)+m.

Por consiguiente, queda demostrado que (f’z,:f\-) es un isosubgrupo de
(Z27 1) <

Notese que en el ejemplo anterior pueden suprimirse algunas partes de la
demostracion. Por ejemplo, dado que la operacion* y la isounidad utilizadas
son las mismas en ambas isotopias, tendremos que si H es subgrupo de un
grupo fijado (G,0), entonces HcC @, pues, con las notaciones usuales,
h = h*[conheHCGiheGéheG Por otra parte, una
vez probado que podemos realizar la isotopia Correspondlente a los ele-
mentos con los que construimos G para construir H nos evitaremos algunas
comprobaciones méas. Recordemos que, segin la Proposicion 3.3.2, una de
las condiciones que debe verificarse para poder construir la isotopia es que
el par (H,*) sea un grupo con elemento unidad el mismo que tenia V" res-
pecto *, I, que a su vez debera coincidir con el elemento unidad de (G, *)
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(pues ya damos por supuesto que se puede realizar la isotopia del grupoG).
Entonces, de forma anéloga a como se comprobd que ((A}’,S) tenia estructura
de grupo mediante el isoproducto o formado a partir de *, tenemos que el
hecho de ser I una ley de composicién interna en Py y las condiciones (2) y
(3) se tienen por construcciéon. Finalmente, la condicion (1) de asociatividad
se tiene evidentemente, pues© es ya asociativa en (@,8), al ser x asociativa
por hipotesis.

Con todo ello queda probada la siguiente:

Proposicion 3.3.8  Sea (G,0) un grupo asociativo y sea (G,3) el iso-
grupo asociado correspondiente a la isotopia de elementos T y *. Sea H
un subgrupo de G. Entonces, si (H,x) tiene estructura de grupo, con ele-
mento unidad el mismo que el de (G, *), el levantamiento isotdpico (H o),
correspondiente a la isotopia de elementos Y *, es un isosubgrupo de G. O

De hecho, dado que el modelo de construccion de isogrupos ya nos sena-
laba esta condicion, podriamos indicar simplemente que, en el caso de poder
realizarse la isotopia Correspondlente al y *, el levantamiento isotopico
(H 0) es ya un isosubgrupo de G. Por tanto, el tinico problema que se
plantea ahora es que no se pueda realizar dicha isotopia por falta de condi-
ciones iniciales. Veamos esta situacion en el siguiente:

Ejemplo 3.3.9  Consideremos el grupo (Z/Z,,+) del conjunto cociente
Z/Z, con la suma usual. Consideramos ahora, con las notaciones también
usuales, I =1+ Zy y la operacion x definida segin

(14 Za)* (1 + Zs) =1+ Zg = (0 + Zg) * (0 + Z3)

(14+Z2)*x(04+Z3) = (0+Z2) x (1+Z2) =0+ Zs.
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Probemos en primer lugar que *, asi definida, es una ley asociativa.
Para ello,

(14 Zo) * (1+Z3)) * (1 +Z3) = (1+zz)*(1+zz) =1+4Zo=(1+Zy)*
(14 Z3) = (14 Z2) * (1 + Z2) * (1 + Zy)).
(1+Zg)* (1 +Z2) x(0+Za) = (1+Za)x (0+Zg) =0+ Zy =
(14Z2)%(04+2Z2) =(14+2Z2) % ((1+Z2) * (0+ Zy)).
(1 +Z2) % (04+2Z2)*(04+2Z2) = (0+Z2)x (0+Z2) = 1+Zy =
(1+Zo)*x (14+Zg) = (14 Zs) * ((0+ Za) x (0+ Z2)).
(04+Z2) % (0+Z2)) *x (04 Z2) = (1 +Za) % (04 Z2) = 0+ Zg =
(04 Zg2) * (1 + Zg) = (04 Zg) * (0 + Zz) * (0 + Zz)).
y los otros casos posibles se tendrian por conmutatividad. Resulta asi que

(Z/Z,, %) tiene estructura de grupo con elemento unidadl = I=1+1Zy€
7)Z,.

Ademds, realizando ahora la isotopia correspondiente afy x, obtenemos
como conjunto isotdpico a Z/Zy, 5 ={0+Z2, 1+ Zo} =7Z/Z,.

Por su parte como -1 = =(1+7Zy)" (4Z2) _ 1 4 Zs, el correspondiente
isoproducto + vendrd dado por

(04+Z2)T(0+Zs) = (04 Za) % (1+Z2)) % (1 +Za) % (0+Za) % (1 + Zs)) =
(04 Zo) % (04 Zo)) % (1 +Zg) = (1 4+ Zo) % (14 Zo) = 1 + Zg = 1 + Zg

—_

(0+ Z2)F(1+ Za) = ((0+ Za) x (1 + Za)) 201\Zz =0+2Z,

(14 Z2)T(1+Z2) = (1+ Za) * (1 + Za)) = 1 + Zp = 1 + Zy

Asi pues, + = * y por tanto, (Z//E21+z2,?—) = (Z/Z,,%) es un nuevo
1S0gTUPO.
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Consideremos por otro lado el subgrupo ({0 + Zs2},+) de (Z/Z,,+).
Vemos que ({0 + Za}, %) no tiene sin embargo estructura de grupo, pues
no es una operacion interna para{0+Za}, al ser (0+Zy)*(0+Z3) = 1+Z5 ¢
{0+ Zsy}. Por tanto, no se verifican las condiciones de la Proposicion 3.3.8
para obtener un isosubgrupo aplicando la isotopia de elementos I = 1 +
Zo y x, ya que en caso de que construyéramos el conjunto isotopico y el
isoproducto correspondientes, el resultado obtenido no tendria estructura de
grupo. Tendriamos de hecho que {0+ Za}, 5 = {(0+ Zy) * (1 + Zg)} =

{0+ Z,}, siendo (0+Zo)F(0+Zy) =14+ Zy =14+ Zy ¢ {0+ Zo}z, <

Cabria entonces hacerse ahora una nueva pregunta. Demos antes las
condiciones necesarias _para plantearla: sea (G, o) un grupo asociativo de
elemento unidad [ y (G o) el isogrupo asociado a la isotopia de elementos
7 y *. Sabemos que todo isosubgrupo de G tiene estructura de subgrupo.
También hemos visto eJemplos en los que subgrupos de G no pueden dar
lugar a isosubgrupos de G usando como elementos de isotopia también a
7 y a *. Debemos de plantearnos finalmente si todo subgrupo de G tiene
estructura de isosubgrupo de (G’, 0), esto es, si proviene del levantamiento
isotopico de un subgrupo de G. Desde luego, ya ha quedado patente que
como fijado un subgrupo (ﬁ,a) de (@,6), la ley © debe ser la misma en
ambos pares, los elementos de la isotopia correspondientes deben coincidir.
Es decir, en caso de que H sea un isosubgrupo, debera ser proveniente de
una isotopia con los mismos elementos que la que construye G. Por tanto,
el inico posible subconjunto de G que daria lugar al posible isosubgrupo
seria H={a € G:a¢c ﬁ} C @. Sin embargo, el par (H, o) no tiene porqué
ser un subgrupo de (G, o) en general, como puede verse en el siguiente:

Ejemplo 3.3.10  Consideremos (Z/Z,,+) y el isogrupo (Z//ZZHZz,*)
dados en el ejemplo anterior. Como tunicos subgrupos propios de ambos
tenemos a los pares ({0 + Za},+) y ({1 + Za}, %), respectivamente.
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Segun lo wvisto, si_con las notaciones anteriores tomamos H = {1+
Zs}, %) subgrupo de (Z//\Z21+sz
que se podria dotar a H de estructura de isosubgrupo, seria H = {1 + Zs},
pues (14+Zo)x(14Zy) = 1+Zs, siendo 7= 14Zs la isounidad que utilizamos
en dicho ejemplo para construir la isotopia. Sin embargo, ({1 + Zs},+) no
es subgrupo de (Z/Z,,+), pues, por ejemplo, + no es una operacion interna
para {1+ Zs}, al ser (1 +Zz) + (1 + Zs2) = 0 + Zs. <

%), el dnico posible subconjunto deZ/Z, del

Vemos por tanto que con este ejemplo queda respondida negativamente
la pregunta que nos habiamos planteado, quedando finalmente resuelto el
problema de la relaciéon existente entre grupos e isogrupos.

Finalizamos esta seccion dando las definiciones de las posibles aplica-
ciones que se establecen entre isogrupos:

Definiciéon 3.3.11  Sean (@,3) y (é\’, ®) dos isogrupos. Una aplicacion
f: G — G’ se dice homomorfismo de 1S0gruUpos si se verifica que f(%g) =
f(a)/o\f(ﬁ), para todos @,B\ cG. Si f es biyectiva, se dice entoncesisomor-
fismo de isogrupos. Si G = é, f se dice endomorfismo y si ademds f es
1somorfismo, entonces se dice automorfismo.

3.4 Isoanillos

Para realizar el estudio de esta nueva isoestructura seguiremos el mismo
procedimiento que el hecho para el caso de los isogrupos. En una primera
subseccion, estudiaremos los propios isoanillos y los isosubanillos. En las
siguientes dos subsecciones trataremos respectivamente de los isoideales y
de los isoanillos cocientes.
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3.4.1 Isoanillos e Isosubanillos

Definicion 3.4.1  Sea (A, o0,e) un anillo con elemento unidade. Se de-
nomina isoanillo A a toda isotopia de A, dotada de dos nuevas leyes de com-
posicidon internas, © y e, la sequnda con elemento unidadl € A (isounidad),
no necesariamente perteneczente a A, verificando los axiomas de anillo. Es
decir, tales que para todos a B v € A se verifiquen:

1. (A,3) es un isogrupo abeliano.
2. Asociatividad des : (Ge3)e7 = Ge(5e7).
3. Distributividad:

(a) Go(357) = (ae3)5(ae7)
(b) (@83)e7 = (G#7)3(5e7).

Si ademds se verifica que ae3 = [Jeal, para todos a, 3 € A, se dice que A
es isoconmutativo.

Observamos que en el caso de los isoanillos se tiene la existencia de dos
isounidades: la isounidad relativa a la operaciono, que denotaremos por S ,
y la relativa a e, a la que ya hemos denotado por T. Si nos centramos en el
caso de las isotopias de Santilli, ya hemos visto que cada una de éstas viene
determinada por una isounidad y una operacion* . Por otra parte, la cons-
truccion hecha para los isogrupos favorecia que la isounidad de la isotopia
coincidiera con la isounidad del isogrupo. Sin embargo, aqui aparecen dos
isounidades en la isoestructura. @gSeria necesario entonces el uso de dos
isotopias distintas para la construccion de un isoanillo? Para contestar a
esta pregunta fijaremos en primer lugar una ley asociativax y una isounidad
a la que llamaremos f, ya que buscaremos que, por construccion, la misma
coincida con la isounidad respecto o, ya citada anteriormente. Respecto
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a esta isotopia ya sabemos construir explicitamente el conjunto isotdpico
asociado a A, que vendra dado por A={a=ax1|a € A}.

Una vez levantado isotopicamente el conjunto de elementos de la es-
tructura de partida, debemos realizar el levantamiento de las operaciones
asociadas, o y e. Para ello, comenzaremos levantando isotopicamente la
segunda operacion, e, mediante el procedimiento de construccion del iso-
producto, ya visto en la seccién anterior. Esto es, si* tiene como elemento
unidad a I y se tiene T' = f_I, tendremos como isoproducto® a la operacion
definida segiin

~

Gob=axTxb=(axb)x1,Va,be A

De esta forma, al igual que se hizo para isogrupos, se consigue que la ope-
racion e sea asociativa al serlo *. Ademas, imponiendo I € A tenemos que
I € A, siendo la isounidad senialada en la definicion anterior respecto a'e.

Faltaria aun por levantar la operacion o. Si buscamos un procedimiento
analogo al modelo del isoproducto, nos harian falta una isounidad S vy una
operacion x, similares a fy a *. Ahora bien, dado que el conjunto isotépico
del futuro isoanillo ya ha sido construido, la operacion x deberia ser tal
que el conjunto isotépico formado a partir de ella coincida con el que ya
tenfamos. Ademas, dado que (ﬁ, o) deberia ser un isogrupo, tendria que
verificarse S € ./Zl\, con lo que S deberfa ser de la forma S = s x f, con s € A.
Por este motivo, siguiendo la notaciéon de la Definicion 3.1.3, consideraremos
que el conjunto general V' asociado al levantamiento de la operacién o sea
el mismo que el utilizado para el levantamiento de A y de o. Por otro lado,
si x fuera una ley con elemento unidad S, sabemos que como condiciones
para realizar una isotopia de un grupo es necesario imponer que (A, x) sea
un grupo con S € A. También impondremos que x sea asociativa y que
junto a * verifique la propiedad distributiva en E, es decir, que Va,b,c € A
se verifiquen
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1. (axb)*xc=ax*(b*c).

2. ax(bxc)=(axb)*(axc); (axb)*xc=(ax*xc)*(bxc).

Con todo ello, suponiendo que SS=R=rs+xlcA (con r € A),
construiriamos el isoproducto© definiéndolo para todos@a, b € A segin aob =
axRxb=(axR)xb=((ax)x(r*«I))xb=((axr)x)x(bx1)=

~ ~

(a*r=b)*I que trivialmente estd en A, pues axr*b € A, al ser (A4, *) un
grupo.

Entonces, de forma analoga al caso general ya visto, llegariamos bajo
estas condiciones a que (ﬁ, ©) es un isogrupo, verificaindose asi la condicion
(1) de la definicion anterior, por lo que la tnica condicion que faltaria por
comprobar serfa la distributividad. Sin embargo, como se vera a continua-
cion, en general no se cumple esta condicion. En efecto, sean 6,3,5 € A
Entonces: Ge(bo¢) = ae(b+ Rx¢) = ae((bxrxc)« 1) = (a* (bxr+c)) I =
((axb)x(axr)*(axc))*] # ((axb)xr+(axc))x] = (aob)o(dec) y andlogamente,
tampoco se verifica la ley distributiva a izquierda en general. Si se tendria
a derecha cuando a x 7 = r, Va € A (respectivamente a izquierda cuando
rxa =1), Ya € A. En caso de verificarse axr = r = r*a, Va € A, entonces
si se verificaria la distributividad y por tanto, ya habriamos construido el
isoanillo, que finalmente provendria de la isotopia de elementos principales
7 v *, v de elementos secundarios S y *.

Senalemos que en el caso de que la isotopia se pudiese construir, como
% (elemento principal de la misma) se ha utilizado para levantar la ope-
racion e, el isoanillo construido recibe el nombre de isoanillo respecto a la
multiplicacion, dado que en la practica, o = + y @ = X. Realizando un pro-
cedimiento analogo, usando * para levantar a o, llegariamos a un isoanillo
respecto a la suma. De hecho, atendiendo a este criterio, a partir de ahora al
levantamiento isotépico de la primera operacion, o, le denominaremos so-
suma, mientras que al levantamiento de la segunda le seguiremos llamando
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isoproducto.

Por otro lado, aunque no se cumpliera la condicion finalaxr = r, Va € A
(y por tanto no se verificara la distributividad), como todas las demés condi-
ciones si se cumplen, al levantamiento obtenido mediante el procedimiento
anterior se le denomina pseudoisotopia o levantamiento pseudoisotdpico. Se
obtendria asf de esta forma un nuevo tipo de estructura matemaética, llama-
da en general pseudoisoestructura (vease [128]). En este caso particular, se
obtendria un pseudoisoanillo.

Notamos ademés que el procedimiento usado puede simplificarse tenien-
do en cuenta que la segunda operacioén interna de un anillo no tiene porqué
verificar la condicién de elemento inverso, con lo que podriamos a su vez
simplificar esta condicion en el caso de *, si es un isoanillo respecto a la
multiplicacion, o en el caso de x, si es un isoanillo respecto a la suma. El
procedimiento general servird para estructuras mas particulares como, por
ejemplo, los isocuerpos, que veremos en la proxima seccion.

De todo lo anterior, se deduce la siguiente:

Proposicién 3.4.2  Sea (A, o, ) un anillo y sean f, §, % y %, elementos de
iwsotopia en las condiciones de la Definicion 3.1.3, siendol y S las unidades
respectivas de x y x. En estas condiciones, si (A,x,*) tiene estructura de
anillo con unidades respectivas S, I € A, entonces el levantamiento isotdpico
(E, o, ) realizado por el procedimiento del isoproducto, correspondiente a
la isotopia de elementos principales 7 Yy *x , y secundarios S y %, liene
estructura de isoanillo respecto a la multiplicacion siaxr = r = r*a, Ya € A,
siendo r € A tal que R=8S5=rx«I Andlogamente, si es (A, *,x) el que
tiene estructura de anillo con unidades respectivasl, S € A, entonces el le-
vantamiento isotdpico por la construccion del isoproducto, (;1, o)), corres-
pondiente a la misma 1sotopia anterior, tiene estructura de isoanillo respecto
a la suma, st se cumple queaxt =t =txa,Va € A, siendot € A tal que
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~ -~

tx [ =T =11 O

De acuerdo entonces con esta definicion, la respuesta a la pregunta de si
eran necesarias dos isotopias para obtener un isoanillo, es negativa, ya que
solo es necesaria una isotopia, aunque con dos elementos principalesf y ok,
y dos secundarios S y %, los cuales habran de indicarse explicitamente de
cualquier modo.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de isoanillos:

Ejemplo 3.4.3  Consideremos el anillo (Z,+, xX) de los enteros con la
suma y el producto usuales. De forma andloga al Ejemplo 3.3.3 se com-
prueba que la isotopia de elementos I=0 y *x = + (de elemento unidad
I—O—I y por tanto T = I1=0" 0=0=0+0=0%0), levanta isotdpi-
camente el grupo (Z,+) en (Z,F) = (Z+), de forma que dicha isotopia
equivale a la tdentidad.

De igual manera, si anadimos los elementos de isotopia secundariosS =
1 y x = x (aunque en este caso podrian ser considerados también como
primarios, dado que no habria diferencia en el resultado final), obtendriamos
como levantamiento isotdopico del anillo (Z,+, X) este mismo anillo.

Para probar este aserto, observamos en primer lugar que el conjunto
isotdpico construido por x y S seria Z, = {a=ax1=al|ae€Z} =7,
que coincide con el construido a partir de los elementos I = 0 Yok = +
anteriores. Ahora bastaria definir el isoproducto originado porx para los
elementos de 20 = 7. Ahora bien, como el elemento unidad respecto x es
S =1 y por tanto, S-S =1"1= 1, se deduciria queagzg:a*l*g: ax1xb =
(a+0) x (1+0) x (b+0) = (a>< Ixb)+0=ax1xb=axb=axb, para
todos a, be ZO Entonces X = x, con lo que finalizaria la demostracion, ya
que al ser (Z,x,x) = (Z4,+, ><) un anillo con unidades respectivas0,1 € Z y
verificdndose ax0 =ax0=0=0xa =0xa, Ya € Z, la Proposicion 3.4.2
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asequra que el levantamiento isotopico de elementos principalesf y kY
secundarios S y * del anillo (Z,+, x), es un isoanillo. Obtendriamos de
esta forma una isotopia trivial del anillo de partida, lo que corroboraria
el hecho de que si en un levantamiento isotopico cualquiera no varian ni
las operaciones de partida ni los elementos unidades correspondientes, la
estructura de partida no cambia. <

Ejemplo 3.4.4  Consideremos de nuevo el anillo (Z,+, x). Tomemos la
operacion x = x y la isounidad I = —1 (siendo T =11 = (—1)"' = -1 =
f, dado que el elemento unidad respecto ax es I = 1) y busquemos construir
un isoanillo respecto a la multiplicacion. Como conjunto isotdpico quedaria
entonces Z_y = {a=ax (-1) = —a:a € Z} =7

Por su parte, el isoproducto queda definido comoaxb = a * (—1) xb =
(axb)x(=1)=(axb)x(=1)=axb=—(a xb), para todos a,b € Z_;.

En general, a la isotopia que surge de considerar como isounidad al =
—1 se le denomina isotopia isodual. FEsta isotopia fue introducida por el
propio Santilli en [110], [111], [114] y [115].

Buscamos ahora levantar la operacion +, dejdndola invariante. Para
ello bastaria tomar como isounidad secundaria aS = 0 Y COMO OPETGCION *
a la propia +, tal como se ha hecho en ejemplos anteriores. Asi, dado que
el elemento unidad de x seria S = 0, tendriamos que R=S8795=0"°=
0=0x1, stendoax0 =ax0=0=0xa=0=xa, YVa € Z. De esta
forma, (Z,*,%) = (Z,+, x) es un anillo verificando las condiciones de la
Proposicion 8.4.2, con lo que el levantamiento isotdpico (Z,+, Q) resulta
ser un isoanillo respecto a la multiplicacion. <

Ejemplo 3.4.5  Siguiendo con el anillo (Z,+, X), podemos estudiar un
caso no wvisto hasta ahora. Veamos un ejemplo en el que la isounidad [
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esté en el conjunto isotopico resultante, pero no asi el elemento zsotopzco
T = 171 En nuestro caso, bastaria considerar por ejemplox = X e I=2.

Resultaria el conjunto isotdpico Zo = {@d = ax2 | a € Z} = P = Zs.
Por otro lado dado que el elemento unidad respectox es [ = 1, entonces
I1T=2"1= 3 L'¢ P, quedando el zsoproducto definido por: axb = a* 3 Ly =
(ax2)xix(bx2)= (axb)xQ—axb para todos @,b € Zs.

En todo caso, si como en el ejemplo anterior queremos que la operacion
+ quede invariante, solo podriamos tomar como isounidad secundaria a
S=0= 02, puesr = 0 es el unico elemento de Z tal que axr =r =rxa
para todo a € 4, que es una condicion necesaria para construir el isoanillo,
sequn la Proposicion 3. 4 2. Por tanto, completando nuestra isotopia con los
elementos secundarios S = 0 y « = +, obtendriamos que (P,+,X) es un
1soanillo respecto a la multiplicacion. <

Observemos finalmente que si lo que queremos obtener es un isoanillo
(respecto a la suma) del anillo (Z,+, x), a partir de ¥ = 4+ y * = X, la
isounidad principal T deberia ser necesariamente | = 0, para asegurar asi la
condicion senalada de queaxt=axt=t=tx a =t*a, Ya € Z, siendo
te€ZtalqueT =1 =tx]. De esta forma, el isoanillo (P, +, X) anterior
también puede considerarse como isoanillo respecto a la suma.

Seguidamente estudiaremos las isotopias de las subestructuras asociadas
a los anillos, es decir, los subanillos. Damos en primer lugar la definicion
de isosubanillo.

Definicion 3.4.6  Sean (A, o, ) un anillo y (A,3,9) un isoanillo asocia-
do con elemento unidad T respecto a ®. Sea B un subanillo de A. Se dice
que B es un isosubanillo de A si, siendo una isotopia de B, (§,3,?) es
subanillo de ;1, es decir, se verifican:

1. (E,S,?) es cerrado, verificindose las condiciones de asociatividad y
distributividad.
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2. (E,B) es un isosubgrupo de (ﬁ, o).

c B.

~)

3.

Se va a ver a continuacion si es posible aplicar la definicién anterior al
modelo de construccion de isotopias que estamos llevando a cabo. Para ello,
supongamos que tenemos el anillo (4, 0, e) y el isoanillo (ﬁ, 0,), obtenido
por la isotopia de elementos principales 7 y * (de elemento unidad I), y
elementos secundarios S v * (de elemento unidad S), en las condiciones
de la Proposicion 3.4.2. Lo veremos en el caso de isoanillos respecto a la
multiplicacion, siendo andlogo en el caso de la suma, con las modificaciones

oportunas.

Al igual que ocurria para isosubgrupos, dado que se desea que en el
futuro isosubanillo B las leyes asociadas sean las mismas que las del ani-
llo (%Al, 0,e), si seguimos la construccién dada por el isoproducto, los ele-
mentos de isotopias principales y secundarios que debemos utilizar para el
levantamiento del subanillo B han de ser exactamente los mismos que los
utilizados para el levantamiento del anillo A. Obtendremos asi en particular
que B - ;1, condicion necesaria para tener estructura de subanillo. Si
ademas imponemos que (B, *, %) tenga estructura de anillo, obtendremos
por construccion la condicion (1) de la Definicion 3.4.6 (la condicion de
distributividad se cumple, pues dado que estamos en las condiciones de
la Proposicion 3.4.2, (B, *,*) hereda de (A, *,x*) el hecho de que a xr =
r=rxa,Va € B, donde r es el elemento sefialado en dicha proposicion).
Por otro lado, imponiendo que I € B, llegaremos a que T=1%1c §,
obteniendo la condiciéon (3). Por dltimo, dado que ya tenemos que (B, *)
tiene estructura de grupo, al ser (B, %, x) anillo, si imponemos ademas que
S € B, tendremos que S=58+«5 € B (recordemos que los elementos
secundarios de una isotopia actian de igual forma que los primarios, s6lo
que deben producir el mismo conjunto isotopico que el que consiguen estos
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tltimos), con lo que la Proposicion 3.3.8 nos garantizaria que también se
verifica la condicion (2).

También seria equivalente imponer que s € B, en el caso de que fuese
S =sx 1/'\, pues de igual forma se llegaria a S e §7 y de nuevo podriamos
aplicar la Proposicion 3.3.8. De hecho, observamos ques € B < S € B,
pues se verifican:
a) SEB:>§:s>x<f€§:>E|a€Btalquea*§:§. Ahora bien, si
§:§—57 entonces ax Sx R=S«R=axS=S=a=5= S5 € B.
b) SeB=S5=S8%5€B=3JacBtalqueax]=3. Ahora bien,
tenemos que s * I=25. Entonces, si T = f_l, se tiene ax [+ T =S+ T =
sx[+T=axl=sx]=a=s=s€c B.

Notese que este desarrollo anterior vale de hecho también para isoanillos.
Con esto llegamos ademas a que si tenemos ques € By S ¢ B, o al revés,
entonces no es posible la isotopia de elementos f, §, % y %, pues las leyes *
y * no serian compatibles para la formacion del mismo conjunto isotdpico.
De todo ello se sigue la siguiente:

Proposicién 3.4.7  Sean (A, o, ¢) un anillo y (A,3,®) el isoanillo asocia-
do correspondiente a la isotopia de elementos pm‘ncz’pales?y x (de elemento
unidad 1), y elementos secundarios S = s*1 y* (de elemento unidad S), en
las condiciones de la Proposicion 3.4.2. Sea B un subanillo de A. En estas
condiciones, si (B,x,*) es un subanillo de (A, x,%) con € By S € B (o
bien, s € B), entonces el levantamiento isotdpico (E,G, ®), correspondiente
a la isotopia de los mismos elementos anteriores, es un isosubanillo de A.

O

Veamos a continuacion un ejemplo de isosubanillo:

Ejemplo 3.4.8 Consideremos el anillo (Q,+, X) de los nimeros racionales
con la suma y el producto usuales. Tomemos la isounidadl = 2 y la ley
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x = X, resultando el conjunto isotépico Qg ={a=ax2|aecQ}=Q
Como x = X, se tiene que el elemento unidad respectox es I =1 € Q, con

lo que I 1T=21= %, obteniéndose entonces el z'soproducto deﬁnz'do Sequn

axb=ax* b:a*b—axb—(axb)XZ para todos @,b € Q.

l\?IH

Si por otro lado consideramos los elementos de isotopia secundariosS =
0yx=+ (conlo cual s =S =0), obtendremos de forma andloga a como
se hizo en el Ejemplo 3.4.5, que (Qa,+, X) = (Q,+, X) es un isoanillo.

Consideramos ahora el subanillo (Z,+, x) de (Q,+, xX), de los nimeros
enteros e intentemos realizar la isotopia de este subanillo, de elementos los
mismos que los usados en la construccion del isoanillo (Q, +, X).

Resultaria entonces el conjunto isotdpico Zy = {a=ax2|a€Z}=
P. Por tanto, como (Z,x,*) = (Z,+, X) tiene estructura de subanillo de
(Q,x, %) = (Q,+, x), con elemento unidad respecto ax, I =1 € Z (el mis-
mo que para (Q,x, %)) ys=S=0¢€Z, llegamos por la Proposicion 3.4.7,
a que (227 +,%X) = (P, +, X) es un isosubanillo de Q..

De esta forma observamos, si tenemos en cuenta el Ejemplo 3.4.5, que
(P, +, X) puede dotarse tanto de estructura de isoanillo como de isosubani-
llo, respecto a la misma isotopia senalada. <

Al igual que ocurria con los isogrupos, también podemos plantearnos si
todo subanillo da origen a un isosubanillo bajo una isotopia determinada
o si todo subanillo de un isoanillo dado tiene estructura de isosubanillo.
De la misma forma que en los isosubgrupos, los posibles contraejemplos
deberian encontrarse en aquellos casos en los que no se cumplan las condi-
ciones necesarias de la Proposicion 3.4.7. Sin embargo, salvo que tengamos
en cuenta algunos ejemplos de levantamientos méas complicados que los que
hemos venido utilizando hasta ahora, encontrar tales contraejemplos resulta
bastante complicado, pues si, como hemos hecho casi siempre, dejamos prac-
ticamente invariantes las operaciones de partida, las propiedades de éstas se
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mantendran conservandose en todo momento. Sin embargo, tedricamente
si es posible encontrar contraejemplos que den una respuesta negativa a las
dos preguntas planteadas. Bastaria para ello por ejemplo, en las condiciones
de la Proposicion 3.4.7, que tuviéramos un subanillo B de A tal que S ¢ A
o bien I ¢ B.

En la misma linea, si tuviéramos un subanillo B del isoanillo g, con
S e E, tal que S ¢ C, para todo C, subanillo de A, no podriamos dotar
entonces de estructura de isosubanillo a E, pues no podriamos encontrar
ningin subanillo en A que diera como resultado el propio ]§, tras el le-
vantamiento isotopico correspondiente. De esta forma, podemos conjeturar
que en general, no todo subanillo puede levantarse isotOpicamente a un
isosubanillo mediante una isotopia fijada, ni que todo subanillo de un isoani-
llo tiene estructura de isosubanillo mediante la isotopia correspondiente a
dicho isoanillo.

Referente a las distintas aplicaciones que existen entre isoanillos, se tiene
la siguiente:

Definicion 3.4.9 Sean (A,3,9) y (A", F,X) dos isoanillos de isounidades
y operaciones respectivas {1, 8} e {I',X}. Una aplicacion f : A — A’ se
dice homomorfismo de isoanillos si para todos a,b € A se verifican

1. f(@sb) = f@7Tf(b).
2. f(ash) = f@xf(b).
3. f(I)=1T.

Si f es biyectiva, se dice isomorfismo y si A = A’, endomorfismo. En
este iltimo caso, si ademds [ es biyectiva, se dice automorfismo.



3.4. ISOANILLOS 97

En las dos préximas subsecciones estudiaremos, respectivamente, las no-
ciones bésicas de dos nuevas isoestructuras relacionadas con los isoanillos:
los isoideales y los isoanillos cocientes.

3.4.2 TIsoideales

Definicién 3.4.10  Sean (A, o, e) un anillo Y (A 0, ®) un isoanillo aso-
ciado. Sea S C A un tdeal de A. Se dice que S es isoideal de A st, stendo
una isotopia de ¥, S tiene estructura de ideal con respecto a (A,0,0), es
decir, st se verifican las dos siguientes condiciones:

1. (@,8) es un isosubgrupo de A.

o~ A~

2. Se , Ao C S, es decir, 7ea y aex € I, para todosa € A y

Consideramos ahora el modelo de isotopia que estamos llevando a cabo.
Supongamos entonces que tenemos un anillo (A4, o, e) y el isoanillo (A\, 5,e)
obtenido por la isotopia de elementos principalesf y *, y elementos secun-
darios S y *. Como ya hicimos anteriormente, trataremos tnicamente el
caso de isoanillos respecto a la multiplicacién, entendiendo que respecto a
la suma se procederia de forma analoga.

Tal como en casos anteriores, si tenemos un ideal & de A, deseamos que
el futuro isoideal tenga como leyes asociadas las de (A\, o,e). Para ello, si
seguimos la construccion del isoproducto, tomaremos como elementos de
isotopia principales y secundarios exactamente los mismos que fueron nece-
sarios para la construccion del isoanillo (ﬁ, 0,e). De esta forma tendremos
que & CA ya que & C A.

Si ademas imponemos que & sea un ideal del anillo (A, , %) vemos que
se verifican las dos condiciones de la definicion anterior, ya que:
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a) la condicion (1) se tiene sin mas que aplicar la Proposicion 3.3.8.

b) si T es el elemento isotopico asociado a la isotopia de isounidadfy ley
*, entonces 7ea =T+ T xa = (xxa)x I € Y, paratodos T € Sya € A, ya
que al ser & ideal de (A, x, %), seria z xa € S.

Por ello, llegamos finalmente a que S es un isoideal de zzl\, con lo que se
ha probado la siguiente:

Proposicion 3.4.11  Sean (A, o, o) un anillo y (A,3,9) el isoanillo aso-
citado correspondiente a la isotopia de elementos pm’ncipalesf y *x, y ele-
mentos secundarios S y *, en las condiciones de la Proposicion 3.4.2. Sea
S un ideal de (A, 0, 0). Si S es un ideal de (A, x, *), siendo (I, %) un subgrupo
de (A, %), con elemento unidad el de este iltimo, entonces el levantamiento
1$0t0pico (@,6\, ®) correspondiente a la isotopia de elementos los senalados
antertormente, es un isotdeal de A O

Veamos a continuaciéon algunos ejemplos de isoideales:

Ejemplo 3.4.12  Consideremos el anillo (Z,+, %) y el isoanillo (Z, +,X)
asociado a €l del Ejemplo 3.4.4. Tomemos ahora P = Zy como ideal de
(Z,+, x). Entonces, con las notaciones del citado ejemplo, (P,+) es un
subgrupo de (Z,+), con elemento unidad0 € P, siendo (P, *,x) = (P, +, X)
ideal de (Z,+, x). La Proposicion 3.4.11 nos dice entonces que (13_1, +, %)
es un isoideal de (Z,+,X). Ahora bien, como P, = {a=ax(-1) =ax
(=1) = —a:a € P} =P, setiene que (f’,l, +, %) = (P, +, X) es el isoideal
senalado. <

Ejemplo 3.4.13  Consideremos ahora el anillo (Z,+, %) y el isoanillo
asociado (P, +, X) dado en el Ejemplo 3.4.5. Tomando nuevamente el ideal
(P,+, x) de (Z,+, x), tendriamos, con las notaciones del Ejemplo 3.4.5,
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que (P,x, %) = (P,+, X), que es ideal a su vez de (Z,x,*) = (Z,+, X),
siendo (P,x) subgrupo de (Z,x) con el mismo elemento unidad (en este
caso, I =0 € PNZ). De esta forma, la Proposicion 3.4.11 nos asegura que

(Py, +, X) es un isoideal de Z. Ahora bien, Py = {d=a%x2=ax2|a €
P} = Z4 y por tanto, (Py, +, %) = (Z4, +, X) es el isoideal serialado. <

Definimos ahora el concepto de isosubideal.

Definicion 3.4.14  Sean (A, o, ) un anillo, (E, 0,®) un isoanillo asocia-
do e S un ideal de A, tal que el levantamiento isotdpico correspondiente,
S es un isoideal. Sea J un subideal de 3. Se dice que J es un isosubideal
de 3 st, siendo una isotopia de J, (j, 0,®) es un subideal de 3 respecto a

(ﬁ, o,®), es decir, si se verifican:

1. (J,3) es un isosubgrupo de A.

~

9. JeAC JCS.

Se prueba facilmente que con la construcciéon habitual de una isotopia
por medio de una isounidad y del modelo de construccion del isoproducto
se llega, de forma analoga al caso de ideales, al siguiente resultado:

Proposicién 3.4.15  Sean (A, o, o) un anillo y (A,3,9) el isoanillo aso-
ciado correspondiente a la isounidad de elementos pm’ncipa,lesf y * y se-
cundarios S y *, en las condiciones de la Proposicion 3.4.2. SeaS un ideal
de A tal que el levantamiento isotdpico correspondiente, (@,8, ®) , sea un
isoideal de A. Sea finalmente J un subideal de 3. Si (J,x,*) es un subide-
al de (3, %, %), con elemento unidad del grupo (J,%) el mismo que el de
(3, %), entonces el levantamiento isoldpico correspondiente, (J,3,9) es un
isosubideal de 3. O
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Observamos que la construcciéon habitual permite que, dado queJ C &
(al ser un subideal suyo) y dado que los elementos de isotopia usados son
los mismos que para la construccion de &, J C .

Como ejemplo de subideal tenemos el siguiente:

Ejemplo 3.4.16 En el Ejemplo 3.4.12 consideremos el subideal (Zg,+, X )
de (P,+, x). Con las notaciones de dicho ejemplo se tiene que (Zg,x,*) =
(Zg,+, x) es un subideal de (P,*,x) = (P, 4, X) , con elemento unidad de
(Zg,*) el mismo que el de (P,x) (en este caso, S =0 € ZgNP). Entonces,
aplicando la Proposicion 3.4.15 se tiene que (Zg, +, 2) es un isosubideal de
(P,+, %), siendoZg = {@d=ax*(~1) =ax (—1) = —a|a € Z¢} = Zs.
Por tanto, (Ze, +, Q) es el isosubideal senalado. <

Al igual que en casos anteriores y dada la particularidad de las condi-
ciones impuestas en la Proposicion 3.4.15, podemosconjeturar que no todo
subideal de un anillo dado puede levantarse isotoépicamente a un isosubide-
al mediante una isotopia fijada, ni que todo subideal de un isoanillo deba
tener estructura de isosubideal. Para contestar afirmativamente estas conje-
turas harfa falta el uso de levantamientos de las operaciones de partida més
complicados que los que hemos venido utilizando. Estos, sin embargo, no
aportan un caracter importante al desarrollo que estamos realizando para
dar una base de la isoteoria de Lie-Santilli.

Finalizamos esta secciéon con una tltima subseccion en la que realizare-
mos el estudio de los isoanillos cocientes. Daremos la definiciéon de esta
nueva isoestructura y se plantearan los problemas que surgen en su cons-
truccion.
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3.4.3 Isoanillos cocientes

Definicién 3.4.17  Sean (A,0,e) un anillo, S un ideal de A y A/ el
anillo cociente con la estructura usual, (A/S, +, x). Se dice que A/ es un
isoanillo cociente si, siendo una isotopia de A/, (A, F, X) tiene estruc-
tura de anillo cociente, es decir, si existen un anillo (B,0,0) y un ideal
J de B, tales que A/S = B/J, siendo T y X las operaciones usuales de
anillos cocientes, provenientes de D y <.

Obsérvese que la definicién dada permite que en general el anillo B y
su ideal J no tengan porqué ser levantamientos isotopicos del anillo A y su
ideal &, permitiendo asi diferenciar el concepto de isoanillo cociente del de
anillo cociente construido a partir de un isoanillo y de un isoideal suyo. De
hecho, teéricamente puede darse el caso de que o bien s6lo B, o bien sélo J,
sean levantamientos isotopicos de A 6 S, respectivamente. De esta forma,
aunque todos tuvieran estructura de anillo cociente, habria que distinguir
entre los posibles conjuntos B/J, A/J, B/§ y A/S

Notese ademas que si estudiamos el modelo de construccion de isotopias
que estamos llevando a cabo, tal distincion resulta méas evidente. Por lo ya
estudiado de isoanillos e isoideales, en caso de poderse construir el amllo
cociente A/ 3, sabemos que las isotopias que se usen para obtener A e \s
deben tener los mismos elementos de isotopia pgriclpales y secundarios. Por
su parte, dado que el levantamiento isotopico A/ del anillo cociente A/
se haria segin el modelo ya visto de levantamientos de anillos, la isotopia
usada constaria también de dos elementos principales y de dos secundarios.
Desde luego, dada las caracteristicas distintas de los anillos A y A/S, los
elementos de isotopias no serdn en general los mismos, pues en particular
las operaciones estarfan definidas sobre conjuntos distintos. Sin embargo,
podria darse el caso en el que A/S = A/S, aunque en general no serdn
iguales. Veamos un ejemplo de ello:
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Ejemplo 3.4.18  Consideremos el anillo (Z,+, xX) y su ideal (Zs, +, X),
con la suma y el pmducto usuales. Realizando la isotopia del Ejemplo 3.4.5,
de elementos principales =2 Yy x = X y elementos secundarios S=0 Y
*x = +, obtenemos el isoanillo (P,+, %) y su isoideal (Zg, +, X) (hay que
tener en cuenta que Z;z ={a=ax2|acZs}="2Zg) Construiriamos asi
el anillo cociente P/Z, = {0+Zg,2+Zg,4+Zg}, con las operaciones suma
y producto usuales en anillos cocientes, provenientes de+ y X. Denotando
éstas también por + y X, indicaremos explicitamente la sequnda, que viene
dada por:

1. (O+ZG>;<\(G+Z6) = <O/>ZCL>+ZG = ((OXCL) X2)+Z6 :0+ZG =
(a+ Zg)X (0 + Zg), para todo a € {0,2,4}.

9. 24+ Ze)x(4+Z¢) = 2x4x2) +Z¢ = 16+Zg = 4+ Z¢ =
(44 Zg) X (2 + Zg).
4. (A+Ze)X(4+Zg) = (4 x4x2)+Zs=232+Z¢ =2+ Zs.

Se llega asi en particular a que el elemento unidad deP /Ze = Zo/Ze =
ZQ/Z32 es 2+ Z6-

Consideremos por otro lado el anillo cocienteZ/Zs , con las operaciones
usuales en anillos cocientes, provenientes de las operaciones+ y X del ani-
llo (Z,+, x), a las que denotaremos por o y e. Realizamos ahora un levan-
tamiento parecido al anterior, con elementos de isotopia pm’ncipalesf =
2423 yx = ey elementos secundarios S=0+ Zs y x = o. De forma
andloga a los ejemplos ya vistos, el resultado final de tal isotopia es el isoani-
llo (Z)Z3,0,%), donde el isoproducto ® viene definido por:

1. (0+Z3)e(a+Z3) = (0+Z3) x (a+Z3)) x (2+Z3) =0+ Z3 =
(a +Z3)®(0 + Z3), para todo a € {0,1,2}.
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2. (1+Zg)o(1+Zs) = (1 + Zs) x (1 + Z3)) x (2 + Z3) = 2 + Zs.

3. (1 +Z3)8(2+Z3) = (1+Z3) x (2+Z3)) x (2+Z3) =1+Z3 =
(2 + Z3)o(1 + Zs).

4- (2+Z3)e(2+Zs) = ((2+Z3) x 2+ Z3)) X (24+Z3) =2+ Z3

De esta forma, el isoanillo obtenido es un isoanillo cociente, pues se
construye a partir del anillo (Z,+,X) y su ideal (Zs, +, X), donde + y X
son las operaciones citadas del Ejemplo 3.4.5.

Observamos ﬁnalmente _que pese al parecido de las isotopias utilizadas,
llegamos a que Z/Z3 # Z/Z3 (donde no serialamos intencionadamente las
wsounidades a las que estan referidos ambos conjuntos, para vislumbrar la
diferencia entre ellos), lo que demuestra el cuidado que hay que tener al
distinguir entre isoanillo cociente y anillo cociente proveniente de un isoani-
llo y un isoideal suyo. <

3.5 Isocuerpos

La siguiente isoestructura que vamos a estudiar en este Capitulo es la que
proviene del levantamiento isotopico de los cuerpos (véase[121]). Al igual
que hemos hecho con las isoestructuras anteriores, se dara en primer lugar
la definicion de isocuerpo, seguida del modelo de construcciéon de éstos por
medio del isoproducto y de varios ejemplos. También se indicaran las ope-
raciones méas usuales entre los elementos de los isocuerpos, losisonumeros.

Definicion 3.5.1  Sea K = K(a,+, x) un cuerpo de elementos{a,b, ...}
con producto X asociativo (o alternado, respectivamente, es decir, tal que



104 CAPITULO 3. ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI (1)

ax (bxb) = (axb)xby(axa)xb=ax(axb), para todos a,b €

~

K ). Se denomina isocuerpo K a toda isotopia de K, dotada de dos nuevas
operaciones + y X, verificando los axiomas de cuerpo, es decir,

1. Axiomas de adicion:

(a) (I/(\', F) es cerrado, es decir, ath € f/(\', V@,E c K.

(b) Conmutatividad: G+b = bTa,Va, b € K.

(¢c) Asociatividad: (a+b)F¢ = a+(b+¢),Va, b,e € K.

(d) Elemento neutro: 35 € K tal que a+S = S+a =a,Va € K.

(e) Elemento opuesto: Dadoa € l?, evistea € K tal queata " =
aFa=_S.

2. Aziomas de multiplicacion:

(a) ([A(, X) es cerrado, es decir, axbe K,va,be K.
(b) Isoconmutatividad: axb=0bxa,va,be K.
(¢) Isoasociatividad: (GXb)X¢ = ax (bx?),Va,b,c € K.
(d) (Isoalternancia, respectivamente): ax(bxb) = (@xb) XD,
(axa)xb =ax(axb),va,b e K.
(¢) Isounidad: 31 € K tal que axI = Ixa=1a,Va € K.
e K

(f) Isoinversa: Dado @ € K, eziste a1 € tal que axa~! =

aixa=1.
3. Axiomas de adicion y multiplicacion:

(a) (K,F, %) es cerrado: ax (b+0), (@¥b)xce K,va,b,ce K.
(b) Isodistributividad: ax (b3¢) = (@xb)F(@x2),
(@Fb)x¢ = (axe)F(bxe),Va,b,ce K.
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Senalemos por iltimo que a los elementos del isocuerpo K se les llama
usualmente isoniimeros.

A continuacién se va a aplicar el modelo de construccion de isotopias
mediante una isounidad y un isoproducto, a la obtenciéon de isocuerpos a
partir de un cuerpo dado. Fijemos por tanto un cuerpo K = K(a,+, X) en
las condiciones de la Definicion 3.5.1. Debemos tener en cuenta que deben
aparecer en esta construccion dos isounidades y dos leyes, en las condiciones
de la Definicion 3.1.3, (ya que deben aparecer, por definicién de isocuerpo
un elemento neutro S para el levantamiento + y una isounidad 7 para ><)

Ademas, no hay que perder de vista que todo cuerpo no es mas que un
anillo que verifica la condiciéon de elemento inverso respecto a la segunda
operacion, por lo que la construccion que ya hicimos de isoanillos debera ser
muy parecida a la que estamos buscando para isocuerpos. De hecho, si nos
restringimos a las condiciones de la Proposicion 3.4.2, obtendriamos todos
los axiomas senalados en la definicion anterior, salvo el de la isoinversa.

Por otra parte, si estamos trabajando con el axioma de alternancia en
lugar del de asociatividad, bastaria restringir a su vez la asociatividad de la
ley * (6 *, si se trata de buscar un isoanillo respecto a la suma) al grado de
alternancia. Por esto, a partir de ahora supondremos que estamos traba-
jando siempre con el axioma de asociatividad, dado el manejo andlogo del
de alternancia. También supondremos que en la utilizacién de la Proposi-
cion 3.4.2 estaremos manejando isoanillos respecto a la multiplicacion, sien-
do analogo respecto a la suma. De hecho, observando la analogia entre la
construccion de isoanillos e isocuerpos, cabe ya senalar que toda isotopia
de un cuerpo, construida mediante el modelo del isoproducto, constara, al
igual que en el caso de los isoanillos, de dos elementos de isotopia princi-
pales, I y * , y dos secundarios, S y . También, dependiendo de si* = X
6 si x = +, denotaremos al levantamiento isotépico del cuerpo de partida,
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1socuerpo respecto a la multiplicaciono respecto a la suma, respectivamente.
Por razones de extension, realizaremos nuestra construccién buscando la ob-
tencidon de un isocuerpo tnicamente respecto a la multiplicacion, dado que
el procedimiento seria analogo respecto a la suma.

Para resolver el problema suscitado por la isoinversa bastaria imponer
en la Proposicion 3.4.2 que el anillo (A, *, ) (en nuestro caso seria A = K)
tuviese la propiedad de elemento inverso para la segunda operacion, es decir,
bastaria imponer que (A, x, %) tuviese estructura de cuerpo.

Con las notaciones de la Proposicion 3.4.2, para ver que efectivamente
se verificaria la condicion de isoinversa, fijariamos un elementoa € A tal
que @ = a * f con a € A. Entonces, como (A, *,*) tendria estructura de
cuerpo, existiria a=! € A, elemento inverso de a respecto a *, con lo que
bastaria por tanto tomara ! = a- I ya que entonces axa! = (axa~ )*I =
[T =1=a"T%a. De esta forma se verificarfa la existencia de i isoinversa,
que era el axioma que faltaba para la obtencion del isocuerpo respecto a la

multiplicacion.

Con todo ello tenemos demostrada la siguiente:

Proposicién 3.5.2 Sea K = K(a,+, X) un cuerpo asociativo y sean
f, §, x y * elementos de isotopia en las condiciones de la Definicion 3.1.3,
siendo I y S los elementos unidades respectivos de x y *. En estas condi-
ciones, si K(a,x,*) tiene estructura de cuerpo con elementos unidades res-
pectivos S, I € K, entonces el levantamiento isotopico IA((EL ) Q), realizado
por el procedimiento del isoproducto, correspondiente a la isotopia de ele-
mentos principales 7 Yy * Yy secundarios S Y *, tiene estructura de isocuerpo
respecto a la multiplicacion, siempre queaxr = r = rxa, para todo Va € K
siendo r € K tal queﬁzg’szr*f

Andlogamente, si es K(a,*,x) el que tiene estructura de cuerpo con ele-
mentos unidades respectivos 1, S € K, entonces el levantamiento isotdpico
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por la construccion del isoproducto f{(a, T, Q), correspondiente a la isotopia
de elementos los senalados anteriormente, tiene estructura de isocuerpo res-
pecto a la suma si se verifica queaxt =1t =txa,Va € K, siendo t € K tal
quet«x I =T=1"1 O

De nuevo al igual que en el caso de isoanillos, si no se cumpliera la
condicion final de ser axr = r = r+a, o bien ser axt =t = txa, Va € K, no
se verificarfa entonces el axioma de distributividad. Sin embargo, como el
resto de axiomas si se verifican, a la estructura resultante se le da el nombre
de pseudoisocuerpo (véase [128]).

Antes de ver algunos ejemplos de isocuerpos, sefialemos que la conser-
vacion de los axiomas de K permiten que la isounidad frespecto a la ope-
racion X siga verificando los axiomas usuales de la unidad de la operacion
X, del cuerpo inicial (véase [145]). Asi, por ejemplo, con las notaciones
usuales se tienen:

)

1. f2:]A/>ZIA:(]*I)*IA:]*f:I.
n veces
n veces

~ SN PR e e -~ ~ ~
2. I"=1Ix...xI = (Ix..«l)x[=1x1=1.

A AN

3. f?f‘lzj/'\,pues IxXI=1.

Ademas, el levantamiento isotopico que estamos llevando a cabo no im-
plica un cambio en los ntimeros usados en una teoria determinada, puesto
que si multiplicamos un isontimero n por una cantidad ), se tiene que
AxXQ = (nx1)*T*Q = n*Q (véase [175]). Por otro lado, todas las opera-
ciones usuales dependientes de la multiplicaciéon sobre K, se generalizan a
K de forma tnica mediante el levantamiento correspondiente (véase[145]).
Asi, se tiene la siguiente:
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~

Definicién 3.5.3  Con las notaciones usuales, para todos Ei,/l; € K, se

definen las siguientes isooperaciones:

1. Isocociente: 675: axbl = (a*b~T) * ITeK.

)

2. Tsocuadrado: a>

—_

4. Isonorma: TZL\T: (@*a)’ € K, donde a representa el conjugado de a

en K respecto a .

No obstante, en la practica es usual que x = X . En estos casos, el
levantamiento de las operaciones anteriores se ve ain de forma maés clara

en la siguiente:

Definicién 3.5.4  Se definen en la prdctica

1. Tsocociente: a/b = (axb ) x T = (axb~1)« T = (a/b)*f:cﬁbe K.

2. Tsocuadrado: @2 = (axa)* ] = (axa)«] =a?+] = a2 € K.

—~3

3. Isorraiz cuadrada: @2 = a2 + [ = a7 € IA(, ya que ar = (a%)2 x 1 =
axl =a.
o~ o~ — 1\ 1 ~ ~ — ~
4. Isonorma: [a| = (@*a)” = (@xa)2 I =|a| I = |a] € K.

Notese que queda patente ademéas que todas las isooperaciones definidas
son cerradas en K. Definiremos por tltimo el concepto de isocaracteristica

de un isocuerpo:
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Definicién 3.5.5  Se dice que un isocuerpo K (a, =+, Q) es de isocaracte-
p veces
———

~

ristica p si existe un entero positivo minimalp tal que ax ... xa = I (siendo
I la isounidad del isocuerpo en cuestion respecto a la operacionx). En otro
caso se dice que tiene isocaracteristica cero.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de isocuerpos:

Ejemplo 3.5.6  De forma andloga al Ejemplo 3.4.3 se prueba, por apli-
cacion de la Proposicion 3.5.2, que si consideramos el cuerpo(R, 4+, X) de
los numeros reales, con la suma y el producto usuales, y tomamos como
elementos de isotopia principales I =1 y x = X (con elemento unidad
I=1=1T¢€ R) y como secundarios S=0=0x1 y * =+ (con elemento
unidad S =0 =8 € R), entonces el levantamiento isotdpico de (R, 4+, X),
correspondiente a la isotopia de elementos los senalados, equivale a la identi-
dad, dejando invariante tanto las operaciones como los elementos del cuerpo
de partida. Asi, (R, T, %) = (R, +, X). <

Obsérvese que este ejemplo corrobora nuevamente que si en un levan-
tamiento isotopico de una estructura no varian ni las operaciones de partida
ni sus unidades correspondientes, la isoestructura resultante coincide con la
estructura inicial.

Ejemplo 3.5.7  Consideramos de nuevo el cuerpo (R, 4+, x). Tomemos
ahora los elementos de isotopia principales T =i y * = e (el producto
de complejos) y los secundarios S=0 y * = + (la suma de complejos).
Entonces se tiene que (R,*,%) = (R,+,0) = (R, +, X) es un cuerpo con
elementos unidades respectivos S =0 e I =1, ambos en R. Como ademds
SS=00=0=0=x1 yax0=0=0xa, Va € R, la Proposicion 3.5.2 nos
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asequra entonces que el levantamiento isotopico correspondiente a la isotopia
de elementos los senalados, es un isocuerpo respecto a la multiplicacion. Kl
conjunto isotdpico resultante seriaR; = {@ = axi = aei | a € R} = Im(C).
Por otro lado, el isoproducto X quedaria definido segin: axb = (axb)xi=
(aeb)ei= aeb=axb, para todos @,b € Ri. Por tanto, (Im(C), +, X)
seria el isocuerpo senalado. <

Es importante notar que mediante esta isotopia hemos dotado alm(C)
de estructura de cuerpo, estructura que no posee con el producto de com-
plejos o, ya que dados z = zp e i, w = wyei € Im(C), se tiene que
zew=1zpeiewjei=_zyoewye (—1)=—(zpewy) ¢ Im(C). Sin embargo,
el nuevo isoproducto si dota a Im(C) de estructura de cuerpo, puesto que
X es una operacion interna, debido a que, con las notaciones anteriores, se
tiene que zxw = (2 8 1) X (wy 1) = (2 e wy) i € Im(C).

Terminaremos esta seccién con una observacion no considerada hasta
ahora. Esta consiste en que dadas una estructura y una isoestructura aso-
ciada, si consideramos que estamos trabajando en el nivel abstracto de los
axiomas (esto es, donde s6lo se tienen en cuenta los axiomas que verifican un
determinado objeto matematico), la estructura y la isoestructura anterio-
res pueden considerarse equivalentes, al tener asociados los mismos axiomas
(véase [175]). Esto servird para toda estructura en general, pudiendo con-
siderarse por tanto equivalentes en el nivel abstracto de los axiomas, los
grupos y los isogrupos, los anillos y los isoanillos, los ideales y los isoideales,
etc. También en el caso de los cuerpos y de los isocuerpos puede considerarse
que éstos son equivalentes en dicho nivel abstracto axiomatico.

Esto dltimo induce a pensar que en particular todo cuerpo puede obte-
nerse a partir de uno dado, mediante una isotopia determinada o, al menos,
mediante una serie de isotopias sucesivas. De hecho, Santilli demostré en
1991 que todo cuerpo de caracteristica cero es el levantamiento isotopico
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del cuerpo de los niimeros reales, correspondiente a una isotopia determi-
nada (véase [121]). Lo que ocurre sin embargo es que este levantamiento
isotopico no tiene porqué seguir el modelo analizado hasta ahora. Veamos
a continuacién, para terminar ya esta seccion, un ejemplo de lo comentado
anteriormente para el caso particular del cuerpo C de los ntimeros comple-
jos:

Ejemplo 3.5.8  Consideremos (R, +, X) y los isocuerpos (fh,—f- x), del
Ejemplo 3.5.6 y (f{“ +, X), del Ejemplo 3.5.7. Bastaria llegar a una isotopia
de R que diera como resultado C = R = R, ® R, (donde & denota la suma
directa habitual), estableciendo como isoproducto el producto usual asociado
a la suma directa. Esto es, teniendo en cuenta que un elemento genérico de
R seria de la forma z = a® (3, con a € ﬁl yp e PA{Z (es decir, « € R y
B € Im(C)), entonces, dados z=a @, 2/ =o' & € f{, considerariamos
el isoproducto e : Rx R — R, tal que (z,7) — 202 = (a®f) e (o ®F) =
(axa)®(BX3) € RixR; (y por tanto e estd bien definida). De esta forma,
la isounidad asociada a R respecto a e seria I=1a® 1, ya que st 2 = a® 3,
entonceszcl—(a@ﬂ) (ld)=(ax1)® (ﬁxz)—a@ﬁ—z_loz

Por otra parte, como levantamiento de la operacion+ dariamos la suma
usual asociada a la suma directa. Asi, para los elementosz y 2 anteriores,
seriaco: RxR — R, tal que (z,2') — zoz' = (a®f)o(d’®f) = (a+a')®
(B+0) € R, xR, =R (y por tanto o estd bien definida). La isounidad de
R respecto a o seria entonces S=0& 0, ya que entonces, siz = a @ 6 se

tendria z0 S = (a®B) o (000)=(a+0) B (B+0)=a®B=2=5o0z

Por tanto, llegamos a que podemos considerar el cuerpo de los complejos
como una isotopia de (R,+, X), tomando C = Rig; y las operaciones o y
e definidas antes. <
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Capitulo 4

ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI:
ESTRUCTURAS ISOTOPICAS

(I1)

En este Capitulo continuaremos el estudio de la Isoteoria de Lie-Santilli,
realizando el levantamiento isotopico de estructuras algebraicas mas com-
plejas que las vistas anteriormente. Se estudiaran en primer lugar losisoes-
pacios vectoriales, para tratar a continuacion los isomddulos. Entre ambas
isoestructuras, no obstante, también se estudiara el concepto deisotrans-
formacion.

4.1 Isoespacios vectoriales

En la primera subseccion de esta seccion se estudian los isoespacios e iso-
subespacios vectoriales (véase [77]). En la segunda, se tratan los isoespacios
vectoriales métricos (véanse [121] y [111]). En ambas, se seguira el mismo

113
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procedimiento utilizado para las isoestructuras ya vistas.

4.1.1 Isoespacios e isosubespacios vectoriales

Definicién 4.1.1 Sea (U, o, ®) un espacio vectorial definido sobre un cuerpo
K = K(a,+, x). Sea K = K(@,F,X) un isocuerpo asociado a K. Se dice
que U es un isoespacio vectorial sobre K st, stendo una tsotopia deU, dotada
de dos nuevas operaciones o y o, ([7 o, 0) tiene estructura de espacio vecto-
rial sobre K es decir, siVa, be K Y VX Y € U se verifican

1. (U,3,9) es cerrado, siendo (U,3) un isosubgrupo.
2. Se verifican los 4 axiomas de la ley externa:

(a) ao(boX) (@x b)
(b) @8(X3Y) = (aX)5(as ?)

A~ A~

(¢) (@Fb)eX = (@ X)s(beX).
(d) IQX:X,

stendo I la tsounidad asociada a K respecto a la operacion X.
A los elementos del isoespacio U se les denomina usualmente isovectores.

Notese que por el dltimo axioma de la ley externa, el elemento[ que
es la isounidad asociada al isocuerpo K respecto a X, se convierte también
en isounidad de U respecto a ®. Ademaés, es importante notar la presencia
de dos isotopias distintas en el levantamiento isotopico de un espacio vecto-
rial. Por un lado tendriamos la isotopia correspondiente a la obtencion
del isocuerpo [A(, mientras que por otro lado estaria la correspondiente al
isoespacio vectorial U , propiamente dicha.
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Por otra parte, si ahora pasamos a estudiar el modelo de construccién
de isotopias que estamos llevando a cabo a partir de una isounidad y del
isoproducto, notaremos una serie de diferencias que aparecen respecto a los
casos ya estudiados. Para empezar no cabe hacer distinciéon entre isoespacios
vectoriales respecto a la suma o respecto a la multiplicacion, debido a que
ya tenemos impuesta una de las isounidades que debemos utilizar. Veamos
esto con mas detenimiento.

Supongamos que tenemos un espacio vectorial (U, o, ) definido sobre un
cuerpo K (a,+, X) y un isocuerpo respecto a la multiplicacion (respecto a la
suma seria analogo) asociado a K, correspondiente a la isotopia de elementos
principales 1 y (de elemento unidad I), y elementos secundarios Sy *
Buscamos construir una estructura (U, 3, ) que verifique las condiciones de
la definicion anterior. Para ello debemos imponer que la isounidad principal
sea I y que ésta debe actuar en el levantamiento de la operacién e para
obtener ®. Por su parte, dado que queremos obtener dos nuevas operaciones
o y'e, deberemos complementar la isounidad I con los elementos de isotopias
principales y secundarios que vienen siendo habituales en este tipo de le-
vantamientos. Vamos a suponer por tanto que tenemos los elementos de
isotopia principales IAy O, v los secundarios S y ¢, siendo ambos pares de
elementos compatibles para la construcciéon del mismo conjunto isotopico
(7; = {X = XOI | X € U}, en el sentido ya visto para isoanillos.

No obstante hay que destacar que en un espacio vectorial no tiene sen-
tido hablar de elemento inverso respecto a la segunda operacion, al ser ésta
externa. Por eso, si de forma anéloga a los casos ya estudiados, nos in-
teresara imponer que (U, ¢, 0) tuviese estructura de espacio vectorial sobre
K(a,*,*) (que tiene estructura de cuerpo segun la condicion impuesta en
la Proposicion 3.5.2 para la obtencion de un isocuerpo), no tendria sentido
hablar de elemento inverso de O, ni por tanto de elemento isotopico en el
sentido de ser la inversa de I. Lo que si habria que senalar es que el conjun-
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to general V' asociado a la isotopia que estamos construyendo fuese tal que
K UU C V/, pues seria necesario definir O como operacion externa para
obtener que (U,¢,0) sea un espacio vectorial sobre K (a,*,*). Por todo
esto, el modelo de construccion del isoproducto que se ha venido haciendo
hasta ahora, no sera valido para la obtencion de la operacion’e.

Para construir esta tltima operacion, si impondriamos que (U, o) fuese
un grupo con el mismo elemento unidad que el de (V) o), siendo V' el conjunto
general asociado a la isotopia en cuestion. A dicho elemento unidad lo

/

denotaremos por S’. De esta forma, si §’7S =R = R’Df tendriamos
finalmente que © quedaria definido segtn XoV=Xo R o Y para todos
X Y € U. De esta forma tendriamos ademés por la Proposiciéon 3.3.2 que
(U o) seria un isogrupo.

En cuanto a la operacion e, a pesar de no poder definirla como hemos
venido haciendo hasta ahora, de forma constructiva, si podemos hacerlo di-
rectamente, diciendo que a?)A(:(aDX)Df: aﬁ, para todos a € IA(,V)A( €
U.

Deberiamos imponer entonces que O tuviese como elemento unidad a
I (elemento unidad de *) pues entonces se tendria JoX = ([DX)Df

X0O7 = X, para todo X € U, y ya se verificaria el tiltimo axioma (2.d) de
la ley externa de la definicion.

Imponiendo ademas, como ya sefialamos antes, que (U, o, 0) sea un es-
pacio vectorial sobre K (a, x, *), tendremos que e X = (aDX)DfE 17, para
todos @ € K y X e YA/, pues entonces aOdX € U. De esta forma se habria
probado que (U, 3, ) es cerrado y como ademés ya se ha visto que (U, 3) es
un isogrupo, tenemos también ya probada la condicion (1) de la definicién.

Ademas, el hecho de ser (U,¢,0) un espacio vectorial sobre K (a,*, %)
implica que O tiene como elemento unidad a 7, con lo que tendriamos lo ya
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senalado antes para obtener I como isounidad de’e.

La condicion (2.b) ya se cumple con todo lo anterior, al verificarse que

/\

ao(boX) = ae((bOX)OI) = (aD(bDX))D] = ((a*b)0X)O] = a xbeX =

~

(axb)OX para todos a,be Ky X € U.

Para probar la condicion (2.¢) bastarfa i imponer ¢ queaOR’ = ﬁ’ para to-
doa € K ya que entonces, dadosd € K y X Y € U se tendrifa CL.(XOY)
(X o R oY) =ae((XOI)o (ROI) o (YOI)) = ae((X o R o Y))OI) =
(a0(XoR'oY )OI = ((aDX)o(aOR)o(aDY )OI = (a0X0I)o(aOR'0I)o
(a0YOI) = (@8 X) o (GOR") o (@8Y ) = (a8 X) o k' o (@Y ) = (aeX) o (aeY).

Finalmente, , para que se verificase la condicion (2 d) habria que imponer
que si S5 = R R * I _entonces ReX = R’ VX € U ya que entonces,
dados @, be KyX e U, se tendria que (a+b)oX (a * R * b)oX
(a*R*b)oX ((a*R*b)DX)DI— (a % R« b)O (XDI) (aDXD[)
(ROXOI) o (b0XOI) = (G8X) o (ReX) o (18X) = (G8X) o R' o (beX) =
(@eX)o(beX).

Por tanto, como consecuencia de todo lo anterior, esta ya probada la
siguiente:

Proposicién 4.1.2  Sea (U,o,e) un espacio vectorial definido sobre el
cuerpo K(a,+, x). Sea [A((Ei, T, X) el isocuerpo respecto a la multiplicacion
asociado a K, correspondiente a la isotopia de elementos prmcz'palesf Y *
(de elemento unidad I) y elementos secundarios S y * (de elemento unidad
S, siendo S5 =R =Rx« f), en las condiciones de la Proposicion 3.5.2.
Sean/ O (de elemento unidad I), S y ¢ (de elemento unidad S’', siendo
§’_S = R = R’DIA), elementos de isotopia que junto a T estén en las
condiciones de la Definicion 3.1.3, siendo el conjunto generalV' asociado
tal que K UU C V'. En estas condiciones, si (U,o,0) tiene estructura de

espacio vectorial sobre el cuerpo K(a,*,x), siendo (U,©) un grupo con ele-
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mento unidad S" € U, GeR = ﬁ’ para todo a € K Y ReX = ﬁ’, para todo
X € U entonces el levantamiento ) is0tdpico (U 0,®), correspondiente a la
isotopia de elementos principales 7 y O y secundarios S y ©, mediante el

procedimiento del isoproducto, tiene estructura de isoespacio vectorial sobre
K. O

Veamos a continuacion algunos ejemplos de isoespacios vectoriales:

Ejemplo 4.1.3  Se va a dar un ejemplo de isoespacio vectorial de tipo
general, que se utiliza mucho como modelo en la prdctica.

Sea (U,o,e) un espacio vectorial sobre el cuerpo K(a,+, %) (de ele-
mentos unidades respectivos 0,1 € K), de elementos unidades respectivos
0 v 6 U, vemﬁcando las propiedades usuales (como() o X = O VX e U,
ae 0 = 0,Va € K, no existe 01, etc). Sea K(a,F,X) = K( +, %)
el isocuerpo respecto a la multiplicacion asociado a K, correspondiente a la
isotopia de elementos pm’ncipalesfe K yx = x (de elemento unidad I) y
secundarios S = 0 y » = + (de elemento unidad S = 0. Se va a levantar
isoto’picamente el espacio vectorial U utilizando como elementos de isotopia
principales 7 yO=e (deilemento unidad I y como elementos de isotopia
secundarios © = o y S'=0=0el.

Como I € K, se tiene que. el con]unto 1sotopico asociado es el propio
U, es decir, U = {X X0l =Xel:X € U} = U, pues si existiera
un elemento X € U tal que X ¢ U, tomando entonces X o T € U, siendo
T=I"eK (pues I € K, siendo K(a,x,*) = K(a,+, xX) un cuerpo,
segin se vio en la construccion hecha en la Proposicion 3.5.2), llegariamos
aque (XoT)e I=XeU,l que seria una contradiccion. De esta forma
estan ademds bien tomados los elementos secundarioso y §’, que también
mantienen a U como conjunto isotopico asociado.

Las operaciones o y @ quedarian definidas como sigue:
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a) XoY = (XOI)o 0o (YDI) = (XOI) o (YOI) = (X e T)o (Y e 1) =
(XoY) I=(XoY)OI=XoY =3=o0 pamtodosXYEU

~ ~

°
b) GeX = (ax1)e(XOI) = (a®X)OI, para todosa € K y para todo X € U.
Ademds se tiene que
c) (U,0,0) = (U,o,e) tiene estructura de espacio vectorial definido sobre

el cuerpo K(a,x,*) = K(a,+, X), siendo (U,o) = (U,0) un grupo con ele-
— ~
mento unidad S'= 0 =S € U.

~ G’ — = — — o~
d) Como R’—S’ = 0"%= 0 = 001, para todo a € K se tiene que
~ — ~ —_— o~ —> -~
aoR’—(aDO)DI:(ao 0)0f=007I=0=R.

e) Como también R=SS5=09=0=0x1= 6, se tiene, para todo
X ~ A~ ~ —s o~ —
X €U, que 0eX = (ODX)DI—( X))o I=00I=10 =R

Por todo ello, estamos en condiciones de poder aplicar la Proposicion
4.1.2, obteniéndose entonces que (Uz,0,®) = (U, 0,®) es un isoespacio vecto-
rial sobre el cuerpo K(a,+, %) = K(a, +, X). <

Se va a ver ahora un ejemplo concreto del modelo anterior.

Ejemplo 4.1.4  Sea (M,,xn(R),+,e) el espacio vectorial de las matri-
ces reales de dimension m X n, con la suma y el producto usual de ma-
trices sobre el cuerpo (R,+, %) de los nimeros reales con la suma y el
producto habituales. Consideremos el isocuerpo respecto a la multiplicacion
(fig, +, X) asociado a (R, +, X), correspondiente a la isotopia de elementos
principales I =2 Yy x = X y secundarios S =0 y * = +. FEntonces,

R2 ={a=ax2|ac R} = R, quedando el zsoproducto X definido segin
axb = (@ xb) x2=ax b para todos 4,b € K. Puede observarse, de
forma andloga a los ejemplos anteriores, que podemos aplicar la Proposi-
cion 3.5.2, llegando entonces a que (ﬁg, +,%X) = (R, +, X) es efectivamente
un 1socuerpo.
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Consideramos ahora los elementos de isotopia principalesf: 2y 0=
e y los secundarios S = 0 (la matriz nula) y © = +. El Ejemplo 4.1.3
asequra entonces que el levantamiento isotdpico (Muxn(R),F,®), asocia-
do a (Mp,xn(R),+, ), es un isoespacio vectorial sobre el cuerpo (R, +, X).
Ademds, se verifican

a) Mysn(R), = {A=A02| A€ Myyn(R)} = Myun(R).
b) F =+, como ya se ha visto en el Ejemplo 4.1.3.

Finalmente, el isoproducto® quedaria definido segin GeA = (aeA)e2
para todo @ € Ry y para todo A € M,x,(R),

Por tanto, (Mpyxn(R),+,®) es el isoespacio vectorial buscado. <

Se van a estudiar a continuaciéon unos objetos fundamentales de todo
espacio vectorial: sus bases. Todo isoespacio vectorial, por tener estructura
de espacio vectorial, debe llevar asociado al menos una base. Cabria pregun-
tarse entonces por el concepto de isobase. Es decir, habria que preguntarse
si dada una base de un espacio vectorial, el levantamiento isotopico de dicha
base seria una base del isoespacio vectorial correspondiente. En caso afir-
mativo, al levantamiento isotépico de dicha base se le denomina isobase.
Por otro lado, también podemos preguntarnos si toda base de un isoespacio
vectorial tiene estructura de isobase.

Para contestar a ambas preguntas vamos a suponer que estamos en las
condiciones de la Proposicién 4.1.2, conservando todas las notaciones alli
usadas. Supongamos ademas que tenemos los conjuntos = {ey, ez, ..., €,}
y ﬁ {e1 = 61D[ €y = eQD[ €, = enD[} Nos interesara estudiar en-
tonces bajo qué condiciones se tlene que sif3 es una base de U, entonces 6 es
una base de U , y su reciproco. Esto lo podemos hacer tal y como hemos re-
alizado estudios analogos, es decir, imponiendo condiciones a los elementos
de isotopia que intervengan en el levantamiento en cuestiéon. Lo que ocurre
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es que de esta forma no aparecerian algunos casos p081bles Por ejemplo,
si tuviésemos que (§ es una base de U, ﬁ es una base de U y X = e + e,
siendo X = €3, en principio no podriamos establecer ninguna relacion entre
los elementos de isotopia que intervienen para obtener otra determinada
entre los elementos eq,es y €3, pues lo mas seguro es que restringiéramos
la posibilidad de poderse realizar ciertos levantamientos de elementos deUU
que de otra forma si podrian realizarse. Si pese a lo anterior quisiésemos
proponer un modelo de isotopia bajo la cual pudieran contestarse las dos
preguntas anteriores, la forma de conseguirlo no tendria porqué ser tnica,
debido justamente a que un levantamiento genérico no tiene porqué conser-
var ninguna relacion entre elementos de la base. De hecho esto hace que,
pese a poder encontrar modelos de isotopias que verifiquen la conservacion
de bases, en general la respuesta a las dos preguntas enunciadas antes sea
negativa.

En concreto, uno de tales modelos seria el que se ha dado en el Ejem-
plo 4.1.3, que es muy utilizado en la practica por su propiedad de conservar
bases. Para verlo, vamos a comenzar reduciendo la pregunta de conservacion
de bases a la de sistemas generadores y sistemas linealmente independientes.
Suponemos asi en primer lugar, que § es un sistema generador de U y
queremos ver si 5 es un sistema generador de U bajo las condiciones del
Ejemplo 4.1.3. Para ello tomamos X € U. Seré entonces X € U. Ahora
bien, como 3 es un sistema generador de U, podremos escribir X = (\; @
e1)o...o(A,ee,), con Aj, ..., A\, € K. Entonces serd X = X0OJ = (A eeg)o
...o(A,®€,))01. Teniendo en cuenta entonces qued = eyd=o0,] € K yla
definicién del isoproductoe, dada en la construccion del isoespacio vectorial,
tendremos finalmente que X = (Meeg)o...o(N,ee,))e 1= (A1eer)e f) o

co((Aneen)ol) = (MOey)DI)5. .. 3((A\,Oe,)OI) = (M®61)3. .. 3(A96)),
conA)Tl, e ,X; € K. Como consecuencia de ello, B es un sistema generador
de U.
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Supongamos ahora que 0 es un sistema linealmente independiente en U
y vamos a ver si B lo es en U s1empre bajo las condiciones del Ejemplo 4 1.3.
Tomamos para ello /\1, . )\n € K tales que ()\1061) A(X\oen) — 0 =
0el (que es el elemento unidad de (U o) = (U, 0)). Tendrlamos entonces
que: (\9€1)5.. 8()\ e6) = (M eer)o...o(\,eey))OI = 0 =007
. Ahora bien, con las condiciones impuestas en el Ejemplo 4.1.3, el tinico
elemento de U que puede levantarse a 0 es ﬁ, pues si existiera otro ele-
mento distinto X € U, tal que X0 =Xel = ﬁ, deberia ser I = 0, lo
cual no es posible ya que en el levantamiento del cuerpo K se ha tomado
% = X, no siendo el cero invertible (condicion necesaria para que exista el
elemento isot6pico T' = 1! y asi construir el isocuerpo). Por tanto, debera
tenerse que (A eej)o...o(A\,ee,) = 0. Entonces, aplicando que 3 es un
sistema linealmente 1ndepend1ente tendrlamos que \; = 0,Ve = 1,...,n.
Entonces, N=N*xI=XAxI1=0xI=0 (que es el elemento umdad de
K@ ¥) = K(a, +)), Vi € {1,...,n}, llegdndose por tanto a que 3 es un
sistema linealmente independiente enU.

Consecuencia de todo lo anterior es la siguiente:

Proposicic')n 4.1.5  Consideremos los sistemas de vectores e isovectores

= {e1,...,en} y B\ = {é = elDf €y = enDT} En las condiciones
de la Proposicion 4.1.2 y siguiendo el modeZO de isotopia utzlzzada en el
Ejemplo 4.1.3, si 3 es una base de U, entonces 5 es una isobase de U. O

En cuanto a ver si toda base de un isoespacio vectorial puede tener
estructura de isobase, volvemos a senalar que esto dependera en todo mo-
mento del modelo de isotopia que estemos utilizando. En particular, vamos
a ver que de nuevo el modelo del Ejemplo 4.1.3. da una respuesta afirmativa
a esta pregunta, pese a que la misma en general tenga respuesta negativa,
al depender del levantamiento utilizado.
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Consideremos entonces las condiciones de la Proposicion 4.1.2 y el mo-
delo de isotopia del Ejemplo 4.1.3. Supongamos que tenemos los conjuntos
ﬁ y ﬁ senalados con anterlorldad Vamos a probar en primer lugar que si
ﬁ es un sistema generador de U entonces 3 es un sistema generador de
U. Para ello tomamos X € U. Sera entonces X = XOI € U. Por ser ﬁ
un sistema generador de U, podremos escribir X = (Aloel)A 8()\ c,).
Entonces, teniendo en cuenta las condiciones impuestas en el Ejemplo 4.1.3,
quedarfa: X = (Meeg)o...o(\, e en))DlA de donde obtendriamos que
X =(MNee)o...o(\, en) pues suponiendo que existiese un elemento
Y eU, conY 7& X, tal que X = Y tendrlamos - que Xol = yol =
XI—Y Ié(X I) (Ve [) :O:>(X I) (Yoo[)—O:>
(XoY~ )oI: 0=0el=XoY" U:ﬁ:X:Y, lo que supone una
contradiccion con el hecho de ser X # Y. Por tanto, habriamos obtenido
entonces X como combinacion de los elementosey, ..., e,, lo que demuestra
que [ es un sistema generador de U.

Notese que esta partlcularldad del modelo de isotopia que estamos con-
siderando de verificarse X = Y si X = Y no es una propiedad comin en las
isotopias. Mas atn, esta particularidad es ademés una de las razones princi-
pales por las que la respuesta a la pregunta de si toda base de un isoespacio
vectorial tiene estructura de isobase es negativa. Esto se debe a que si te-
nemos, como en el ejemplo anterior, X = (AMreeg)o...o(\, e en))D]AE U,
siendo Y = (A eey)o...0 (N, ee,) € U, no tiene porqué ser X = Y,
pudiéndose de hecho encontrar otra combinacién distinta de elementose;
que represente a X o incluso no tener porqué darse ninguna. Por ello es
conveniente dar la siguiente:

Definicion 4.1.6  En las condiciones de la Definicion 3.1.3, un levan-
tamiento isotdpico de la estructura E se dice inyectivo ( o bien que co-
rresponde a una isotopia inyectiva) si se verifica que X =Y, para todos
X, Y € G tales que)A( =Y.
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Supongamos ahora que 3 es un sistema linealmente independiente en
U y vamos a probar que ( también lo es en U, siempre bajo las condi-
ciones del Ejemplo 4.1.3. Tomamos para ello A\{,..., A\, € K, tales que
(Ayeeg)o...o(\, @ en) = 0. Entonces, (A ®eej)o...0o(\, ® en))Df:

(Aloel)A A(X\oen) ~0=0 , ¥ por tanto, se tendria N=0=0x1=
0x] =0 (el elemento unidad de K( 1) = K(a,+)),¥i=1,...,n, al ser B
base de U. Ahora bien, lo anterior implica que \; =0, Vi =1,...,n, pues si
existiese otro elemento a € K (distinto de 0), tal que @ = a * I —ax1=0,

entonces deberia ser I = 0, lo cual es imposible por lo ya visto anteriormente
de que no existiria el elemento isotopicoT = I , necesario para la construc-
cion del isocuerpo K. Por tanto, 3 es un sistema linealmente independiente.

Todo lo anterior prueba la siguiente:

Proposiciéon 4.1.7  En las condiciones de la Proposicion 4.1.2 y siguien-
do el modelo de isotopia utilizada en el Ejemplo 4.1.3, toda base del isoes-
pacto vectorial U es una isobase. O

Finalizaremos esta seccion estudiando los levantamientos isotopicos de
las subestructuras asociadas a los espacios vectoriales: los subespacios vecto-
riales. Para ello seguiremos el procedimiento que viene siendo habitual.

Definicion 4.1.8  Sean (U,o,e) un espacio vectorial sobre K(a,+, x),
(U,3,9) un isoespacio vectorial asociado aU, sobre el cuerpo K@+,%)y
(W,o0,e) un subespaczo vectorial deU. Se dice que W C U esun isosubespa-
cio vectorial de U st, siendo una isotopia de W, (W 0,®) es un subespacio
vectorial de ﬁ, es decir, st, (/W,g, ®) tiene estructura de isoespacio vectorial
sobre K(a@,F, %) ( dado que ya se tiene que W C U).

Como se ha venido haciendo hasta ahora al pasar al modelo de cons-
truccion de isotopias por medio de una isounidad y del isoproducto, como
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queremos que las leyes asociadas al futuro isosubespacio vectorial sean las
mismas que las asociadas al isoespacio vectorial de partida, deberemos uti-
lizar los mismos elementos de isotopia que los usados para construir U.
Tendremos asi en particular que, fijado un subespacio vectorial W del es-
pacio vectorial (U, o, ®) sobre K(a,+, x), y el isoespacio vectorial asociado
([7,8, ®) sobre f((a, T, X), resultara W C (7, al realizar el correspondiente
levantamiento isotopico. Por su parte, dado que la otra condicion que debe
cumplir ((7 ,0, ®) para ser isosubespacio vectorial es que tenga estructura de
isoespacio vectorial, lo tinico que haré falta para lograr que lo sea es ajustar
las condiciones de la Proposicion 4.1.2 a nuestro conjunto W, que a su vez
tiene estructura de espacio vectorial, al ser un subespacio vectorial deU.
Tendremos por tanto, de forma anéloga a la proposiciéon citada, la siguiente:

Proposicion 4.1.9  Sea (U,o0,e) un espacio vectorial definido sobre el
cuerpo K(a,+,x). Sea (3,3,3) el isoespacio vectorial sobre el isocuer-
PO [A((E,%A—, Q) asociado a U, correspondiente a la isotopia de elementos
f, §, §’, %, %, 0 y o, en las condiciones de la Proposicion 4.1.2. Sea(W, o, e)
un subespacio vectorial deU. En estas condiciones, si (W, o, 0) tiene estruc-
tura de subespacio vectorial de (U,o,0) sobre el cuerpo K(a,*,*), siendo
(W,o) un grupo con elemento unidad S € W, entonces el levantamien-
to isotopico (/W,a?) correspondiente a la isotopia de elementos los ante-
riormente senalados, tiene estructura de isosubespacio vectorial deU sobre
el cuerpo I/(\'(Zi, T, X). a

Obsérvese que no es necesario suponer aqui el resto de las hipotesis
exigidas en la Proposicion 4.1.2; ya que todas ellas se verifican por la cons-
truccion de U (es decir, W las hereda de U).

Finalizamos esta seccion indicando un ejemplo de isosubespacio vecto-
rial.
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Ejemplo 4.1.10  Volvemos a considerar de nuevo el espacio vectorial
(Myxn(R), +, @) de las matrices reales de dimension m X n, pero ahora
tomado sobre el cuerpo de los racionales(Q, +, X), con la suma y el produc-
to usuales. Podemos realizar entonces el levantamiento isotdpico de dicho
espacio vectorial, correspondiente a la isotopia de elementos exactamente
los mismos que en el Ejemplo 4.1.4, con lo que obtendriamos entonces el
isoespacio vectorial (M, (R), +,9) sobre el cuerpo (Q,+, X), donde los
diferentes isoproductos se definen de forma andloga al ejemplo citado.

Sea ahora el subespacio vectorial (Mpyxn(Q),+,9) de Myxn(R), de las
matrices racionales sobre el cuerpo (Q,+, x). Dado que entonces (con
las notaciones del Ejemplo 4.1.4), (Mpuxn(Q),0,0) = (Myxn(Q),+,e)
es un subespacio vectorial de (Mpyxn(R),0,0) = (Myxn(R),+,®) sobre
(Q,*, %) = (Q,+, x), siendo (M4, (Q),0) = (Myxn(Q), +) un grupo con
elemento unidad S" = 0 € My,xn(Q), se tendrd por la Proposicion 4.1.9,
que el levantamiento isotdpico (men(Q)z,?—,?) correspondiente a la 1so-
topia de elementos los anteriormente citados, es un isosubespacio vectorial
de (Mxn(R), +,9) sobre (Q,+,X). Se comprueba entonces, de manera
andloga a los ejemplos ya vistos anteriormente, que dicho subespacio vecto-

o~

rial seria (Mxn(Q)q, +,9) = (Minxn(Q), +,0). <

Pasamos a continuacion a la siguiente subsecciéon de esta seccién, en la
que se dotaré a los isoespacios vectoriales de unaisométrica, de forma similar
a como se dota de una métrica a los espacios vectoriales convencionales.

4.1.2 Isoespacios vectoriales métricos

Seguiremos nuestro estudio con el levantamiento isotopico de los espacios
vectoriales métricos (véase [110]), lo cual implica a su vez el levantamiento
isotopico de las geometrias convencionales, que da lugar a las denominadas
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isogeometrias (véase [127]).

Para llevar a cabo este estudio podriamos seguir el modelo habitual hasta
ahora, consistente en dar una definicién general del levantamiento isotopico
en cuestion y estudiar su posible construcciéon. Sin embargo, cuando se
comienza a estudiar la estructura de espacio vectorial métrico aparecen una
serie de conceptos relacionados a la misma, que no permiten tal estudio
generalizado. Esto ocurre por ejemplo al estudiar la nociéon de producto
escalar o de distancia, al aparecer también entonces el concepto de buen
orden en un cuerpo, que hasta ahora no habia hecho falta.

Para solucionar estos problemas podriamos ir imponiendo condiciones
a las distintas estructuras con las que trabajemos, para ir obteniendo los
resultados buscados, de forma similar a lo que se ha venido haciendo hasta
ahora. No obstante, no hay que perder de vista que la meta final del estu-
dio de los espacios vectoriales métricos son las isométricas. Estas, al igual
que el resto de geometrias existentes, requieren un estudio eminentemente
practico, al que las generalizaciones excesivas no le aportan ningtn caracter
importante. De hecho, en la préctica, las isogeometrias que se han estu-
diado hasta el momento consisten sobre todo en una generalizacion de las
unidades convencionales de las geometrias que se levantan isotdpicamente.
Se trata de ver como influye en dichas geometrias el hecho de cambiar la
unidad convencional por otra distinta, aunque con propiedades topologicas
idénticas.

Por todo ello, para evitar generalizaciones demasiadas abstractas, nos
restringiremos casi siempre en nuestro estudio al caso de los isoespacios
vectoriales métricos y a las isogeometrias provenientes de las isotopias que
siguen el modelo dado en el Ejemplo 4.1.3. Bajo este modelo, el conjunto
de nociones relacionadas con los isoespacios vectoriales métricos tienen una
facil adaptacion, como se ird viendo a lo largo de esta secciéon. De todas
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formas las definiciones de los diversos conceptos que vayan apareciendo se
daran en el sentido mas general posible.

Comenzaremos con las definiciones de una serie de conceptos bésicos
para la construccién de un isoespacio vectorial métrico. Se trata de seguir
con la linea de distinguir las nociones isotopicas de las convencionales, como
se ha venido haciendo hasta el momento:

Definicién 4.1.11 Sea ((7 0,®) un isoespacio vectorial deﬁmdo sobre un
1SOCUETPO IA((E ) ><) Se dice que una_ aplicacion [ : U X U — K es una
forma isobilineal si para todos @, be K y para todos X Y ZelU verifica
las siguientes condiciones:

1. f((@eX)s(beY),Z) = @xf(X,2)FOxf(Y,2)).

2. f(X,(@eY)s(be2)) = (@xf(X,Y)FOXf(X,2)).

Notese que este concepto dado en la definicion anterior es el equivalente
isotopico de las formas bilineales en los espacios vectoriales, cumpliendo de
hecho las propiedades usuales que verifican estas ultimas. Asi por ejemplo,
siguiendo las notaciones de las definicion anterior, siff = {€1,¢é5,...,€,} es
una base del isoespacio vectorial U , entonces la forma isobilineal f quedaria
determinada por los n? isontimeros de la forma f;; = f(€;,¢€;), con i j €
{1,...,n}. Ello se debe a que dados los isovectores X = o T8¢, Y =

> i1 Ujee; € U, con 7y, 7; € K, se tiene

FXY) = @ee, ) gee) =Y Tief(@, ) 7%¢) =
=1 J=1 =1 j=1
To(Y _Uef(6,6)) = Y (Tix7)ef(&,6),

i=1 j=1 t.j=1
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para todos 7,5 € {1,...,n}, donde el simbolo »_ denota al sumatorio ha-
bitual, aunque respecto a la operacion o, notaciéon que seguiremos usando
posteriormente con significado analogo.

Veamos ahora un ejemplo de forma isobilineal de gran importancia en
el estudio de los isoespacios vectoriales métricos: el producto isoescalar. Se
trata del concepto andlogo para isoespacios vectoriales del producto escalar
convencional.

Definicién 4.1.12  Sea K(a T, ><) un wsocuerpo asociado a K(a +, %),
dotado de un orden <, siendo 0 € K el elemento unidad de K respecto
a F, con las propiedades usuales respecto al orden < . Sea (U,0,0) un
1soespacio vectorial sobre I?(a,?—, Q), asociado a un espacio vectorial de
Hilbert (U, o, ), con producto escalar < . . > con el elemento 0 € U como
elemento unidad respecto ao. Se dice que U esun 1soespa010 Vectorlal de
Hilbert st estd dotado de un producto isoescalar, < .,. > : UxU — K
verificando para todos a, be K y para todos X Y Z € U las siguientes
condiciones:

—

1.0<< X, X>

=l

; <X X>-0eX=
2. < )?,Y > =< lA/,)A( >, donde @ representa el conjugado de @ en el
isocuerpo K(a,+, X), para todo @ € K.

3. < X, (@Y)o(beZ) > = (ax< X,Y >)F(bx

Obsérvese también que como viene siendo habitual en el nivel isotépico,
hay que distinguir entre (ﬁ ,0,®) como isoespacio vectorial de Hilbert so-
bre K (@, F, x), (cuya definicion acabamos de ver) y ((7,87 ®) como espacio
vectorial de Hilbert sobre IA((?i, F.X) que, dotado de un producto escalar
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<., >, no tiene porqué proceder del levantamiento isotopico de un espa-
cio vectorial de Hilbert (U, o,e) sobre K(a,+, %) (aunque si del espacio
vectorial U sobre K).

Cabria entonces la posibilidad de encontrar un isoespacio vectorial sobre
el que se pueda definir un producto isoescalar, pero que sin embargo no
sea un isoespacio vectorial de Hilbert, por no proceder del levantamien-
to isotopico de un espacio vectorial de Hilbert. De igual forma también
puede darse el caso de que el levantamiento isotopico de un espacio vecto-
rial de Hilbert sea un isoespacio vectorial, pero que no sea de Hilbert, por no
poderse encontrar un producto isoescalar del que dotar a dicho isoespacio
vectorial.

Veamos a continuacién un ejemplo de isoespacio vectorial de Hilbert:

Ejemplo 4.1.13  Sea (U, o, ®) un espacio de Hilbert sobre (R, +, x), dota-
do del orden < usual, respecto a un producto escalar< .,. > . Consideremos
una isotopia del espacio vectorial U que siga el modelo dado en el Ejem-
plo 4.1.8. Obtendremos entonces un isoespacio vectorial(fj,a, ) =(U,o,e)
y un isocuerpo (R, F, X) = (R, +, X).

Sobre este iltimo podemos aplicar el mismo orden usual< de los numeros
reales, como el que necesita en la Definicion 4.1.12. Impondremos ademds
que la 1sounidad principal usada en tal levantamiento z'soto’pico,fe R, sea
tal que 1>0.

Conszderemos ahora la aplzcacwn< "> UxU — R tal que < X Y >
=< XY > «I =< XY > ><I dados X Y eU. Entonces, se Uemﬁcam
que (U,3,9) = (U,0,9) es un isoespacio vectorial de Hilbert sobreR = R,
al cumplirse para todos a, be K y para todos X Y 7€ U las condiciones
de la Definicion 4.1.12. En efecto, se tienen



4.1. ISOESPACIOS VECTORIALES 131

a) <)A(,)A(>:<X,X> x1 > 0, porserf>0 y ser < X, X >>0, al
ser < .,.> un producto escalar de (U, o, e) sobre (R,+, X).

Ademds, <)/(\',)?> =0e< X, X > xI = 0 &< X, X >=0 (ya
que 7 # 0 y estamos en el cuerpo (R,+, x), dotado de las operaciones
usuales con el ord_e>n uiual)_j:) X=0 (al ser < .,.> un producto escalar)
S X=0xI=0xI=0.

b) <)A(,}7>:<X,Y>xf:<KX>xf:(—<KX>)xf:—(<

—
~ o~

Y,X>><f):—<}7,)?>:<Y,X>.

¢) <X.(@7)5(#82)) > =< K. ((aeY)el)o(beZ)el) >~

(
<X,(aoY)/<>\(boZ)>:< X,(aeY)o(beZ)> x1 =
((ax < X,Y >)+ (bx < X,Z>)) x I = ((ax < X,Y >) x I+
X

(bx < X, Z>)x 1) = @x(< X,Y > xI)) + (bx(< X, Z > xI)) =
(Gx< X,Y >)F0bx< X, Z >). <

El siguiente concepto a adaptar al nivel isotopico sera el de distancia
métrica. Recordemos que todo espacio vectorial métrico es un espacio
vectorial dotado de una métrica, que a su vez esta asociada a una distan-
cia métrica. Por tanto, para obtener la estructura de isoespacio vectorial
métrico deberemos dar también la definicion de isodistancia métrica.

Para ello, como en un espacio vectorial métrico la distancia métrica
puede venir dada respecto a los elementos de una base de dicho espacio,
si 0 ={ej,ea,...,e,} es una base de un espacio vectorial métrico (U, o, o)
sobre el cuerpo K (a,+, x), la posible distancia asociada a U vendria dada
como una funcion d, representada mediante los n? ntimeros d; ; = d(e;, €;).
De esta forma, si tenemos dos elementos X = ) 7' | z;ee;,Y = > y;e¢; €

U, con z;,y; € K, tendriamos que d(X,Y) = szzl(xi X y;) ®d(e;, e;).
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Ahora podriamos considerar una matriz (n X n)-dimensional, de ele-
mentos los n? nimeros anteriores (d;;)i jef1,..n}, que es la que define a la
métrica asociada a la distanciad, a la que denotaremos por g. Por convenio,
se nota de hecho g = (ij)ije(1,..n} = (dij)ijeq1,..n}. Ademas, teniendo en
cuenta las condiciones que debe verificar toda distancia métrica, se tiene
que la matriz g representa a una métrica si y s6lo si es una matriz regular,
simétrica y definida positiva.

Con estas observaciones previas ya estamos en condiciones de poder
definir la nocién de isoespacio vectorial métricoy de estudiar como alcanzar
su construccion.

Definicion 4.1.14  Sea U(X, g, K) un espacio vectorial métrico (con ele-
mentos X, Y, Z,...) sobre un cuerpo K(a,+, X), con una métrica g aso-
ciada a una distancia métrica d. Se dice que ﬁ()A(,/g\, }A() es un isoespacio
vectorial métrico si, siendo una isotopia de U , es un isoespacio vectorial
sobre el isocuerpo f{(a, T, X), dotado de un orden < y siendo 0 € K su ele-
mento unidad respecto a + (con propiedades usuales respecto al orden <),
con elementos )?,f/, 2, ... y dotado de una nueva isométrica g, que serd
una isotopia de la métrica g verificando las propiedades necesarias para ser
una métrica en U ; es decir, que g estd asociada a una isodistancia métrica
(Z que siendo una isotopia de la distancia métrica d verifica, para todos
)/(\',?, 7 e [7, las siguientes condiciones:
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Definicién 4.1.15  Si d en lugar de ser una distancia métrica fuese una
distancia pseudométrica, (entonces U(X, g, K) seria un espacio vectorial
pseudométrico), se dice que ﬁ(f(,ﬁ, }A() es un isoespacio vectorial pseu-
dométrico si verifica las tres condiciones anteriores excepto la (1), veri-
ficando en su lugar la siguiente:

~ ~

1) 0<d(X,Y) : d(X,X)=0, para todos X,Y € U.

En este caso, a g se la denomina isopseudomeétrica y a d isodistancia
pseudomeétrica.

Veamos ahora un ejemplo de isoespacio vectorial métrico.

Ejemplo 4.1.16  Sea U(X, g, R) un espacio vectorial métrico asociado al
espacio vectorial (U, o, ®) n-dimensional sobre el cuerpo (R, +, x), dotado
del orden usual <, con una métrica g. Consideremos una isotopia del espacio
vectorial U que siga el modelo dado en el Ejemplo 4.1.3, imponiendo ademds
que T € R sea tal que I > 0. Obtendremos entonces el 1soespacio vectorial
(U,3,9) = (U, 0,9) sobre el isocuerpo (R, F, X) = (R, +, X). Podemos dotar
entonces al isocuerpo R =R del mismo orden usual < anterior.

Queremos ahora dotar a U de una métrica g, que sea un levantamien-
to isotdpico de la métrica g. Esta posible métrica g va a estar asociada a
una matriz que a su vez provendrd de una isodistancia métm’cacz en unas
condiciones andlogas a la métrica g y a su distancia métrica d (siguiendo
el modelo general visto antes). Ahora bien, ya vimos en la seccion de isoes-
pacios vectoriales que el modelo del Ejemplo 4.1.3 lleva bases en bases. Por
tanto, como el isoespacio vectorial U de partida se supuso n -dimensional,
el 1soespacio vectorial U obtenido serd también n-dimensional. Entonces,
la matriz que represente a la isomélrica g deberd ser (n X n), al igual que
la matriz que representa a la métrica g. Ademds, dicha matriz ha de tener
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sus elementos en el isocuerpo f{, que, siguiendo las notaciones del Fjem-
plo 4.1.3, son de la formaa=ax*x1 =ax I, con a € R.

Entonces, si buscamos obtener el levantamiento isotopico de la métricag
stguiendo el modelo que viene dado por una isounidad y por el isoproducto,
la matriz que representa a g, por la isounidad 7 que teniamos, respecto a la
ley x = X, que también estaba ya fijada en el levantamiento del cuerpo K.

Definiriamos asig = (@)i,je{1,...,n} = (gi,j*I)i,je{l,...,n} = (gm X])i,je{l,...,n}~

Para ver entonces que g as? definida es efectivamente una métrica, debe-
mos comprobar que la matriz que la representa es reqular, simétrica y defini-
da positiva. Sin embargo, la dos tltimas condiciones se tienen facilmente
con las condiciones impuestas en el Ejemplo 4.1.3, teniendo en cuenta
ademds que 1> 0, ya que

a) @:gi7j*f:gj7i*f:§7j\,i, para todos i,j € {1,...,n}.

b) gi= gm-*]A: Gii X >0 para todo 1 =1,...,n, al ser g;; > 0 para
todoi € {1,...,n} (por ser g una métrica, y ser I >0).

Falta entonces probar que la matriz (@)L‘je{l,m’n} es reqular. Para es-
to, observamos que la forma de obtencion de la nueva matriz, multipli-
cando cada elemento de la antigua porf respecto a x = X, equivale al
producto usual de dicha matriz por la matriz dz’ag(f .,f), a la que de-
notaremos por H . Dado que ademds no hemos salzdo del cuerpo R (al
ser R = R), vemos que el determinante de la matriz H coincide con I
Entonces det((gw)we{imn}) = det((gi)ijef1,.m}) ¥ det(diag(I,..., 1)) =
det((gi)ijeqr,..ny) X I # 0, al ser I > 0 por suposicion, y ser regular la
matriz que representa a g.

Se llega entonces por tanto a queq es efectivamente una métrica, estando
ademds la isodistanciad, asociada a la isométricaq, de la siguiente manera:
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()A(,}A/):d(X,Y)xf,pamtodos)?,f/eﬁ. <

Obsérvese que en el ejemplo anterior, la matriz i podria ser cualquier
matriz en M, ,(R), siempre que la matriz resultante para representar a
g fuese regular, simétrica y definida positiva. Ello se debe al hecho de
que el modelo de isotopia dado en el Ejemplo 4.1.3 hace que el isocuerpo
K coincida con el cuerpo de partida K. De esta forma, sea cual fuese la
matriz H , los elementos de la matriz g;;, van a estar siempre en K , que es
la condicién necesaria que hay que imponer.

Volvemos ahora a tratar el nivel abstracto de los axiomas en el tema que
nos ocupa. Recordamos que en dicho nivel todos los espacios vectoriales y
los isoespacios vectoriales son equivalentes, pudiéndose pasar (al igual que
en el caso de isocuerpos) de un espacio vectorial a otro cualquiera por medio
de una isotopia determinada. Podriamos preguntarnos entonces si ocurre lo
mismo para los isoespacios vectoriales métricos. Para que asi fuese, lo tinico
que haria falta seria ver que todas las métricas e isométricas son equivalentes
en el nivel isotopico, es decir, que se puede pasar de una a otra mediante
una isotopia. Ahora bien, al igual que vimos para isocuerpos, las posibles
isotopias a usar para ello no tienen porqué seguir el modelo de construccion
por una isounidad y por el isoproducto, que es el modelo que hemos estado
viendo hasta ahora.

No obstante, la propuesta que dio Santilli en 1983 para responder a esta
cuestion (véase [110]), fue la de interpretar toda isométricag como un levan-
tamiento isotopico de la métrica euclidianad = diag(1, ..., 1), considerando
como isounidad 7 a la matriz asociada a g, de tal forma que se obtuviese
como resultado el levantamiento§ — 6 [ = [ = g. Asi, si adaptamos esta
propuesta al modelo al que estamos acostumbrados, deberiamos imponer
que, con las notaciones usuales, la ley * tuviese como elemento unidad a
I = 6. Veamos un ejemplo de lo anterior.
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Ejemplo 4.1.17  Supongamos que U (X, 6, R) es un espacio vectorial mé-
trico n-dimensional (U, o, e) sobre el cuerpo (R,+, X), dotado del orden
usual < y de la métrica euclidiana 0 = diag(1,...,1).

Supongamos también que tenemos un isoespacio vectorial(ﬁ,a, ®) aso-
ciado a U, sobre un isocuerpo (f{, F, />Z), correspondiente a una 1sotopia que
siga el modelo del Ejemplo 4.1.3, es decz’r((A/,f)\, o) =(U,o,®)y (f{, F,X) =
(R, +, X). Consideremos entonces que este tal isoespacio vectorial U estd
dotado de una métrica g = (gi;)ijeq1,..n} Y vamos a probar que tal métrica
se puede interpretar de hecho como una isotopia de la métrica euclidead

del espacio vectorial métrico U, siquiendo el modelo propuesto por Santills
en 1983.

Para ello, dado que la matriz asociada a g tiene elementos en R =
R, consideraremos como isounidad para tal levantamiento a dicha matriz
y como la ley necesaria para la isotopia, al producto usual de matrices
reales (n x n)-dimensionales, que tiene como elemento unidad a la matriz
diag(1,...,1) (que es la asociada a la métrica euclidea §). Tiene sentido
ademds hablar de la matriz de g como isounidad pues respecto a la ope-
racion indicada posee matriz inversa, por ser reqular. Dicha matriz inversa
corresponderia al elemento isotdpico de la isotopia en cuestion de la métrica
0. De esta forma, se tiene finalmente el levantamiento isotdpico buscado:

Con este ejemplo, junto con el 4.1.16, queda patente ademas el hecho de
que el levantamiento isotopico de la métrica g del espacio vectorial métrico
de partida no viene dado de forma tnica. En cada uno de los dos ejemplos
citados se da un posible modelo de tal isotopia. De hecho, si no tuviésemos
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que buscar en el Ejemplo 4.1.17 un levantamiento isotopico que forzosa-
mente llevase g a g, podriamos dotar al isoespacio U de una isométrica dis-
tinta de g. Bastaria para ello tomar el modelo de isotopia visto en el Ejem—
plo 4.1.16, de multiplicar la matriz asociada ag por la matriz dzag([ , I),
donde 7 fuese la isounidad principal en la construcciéon del isoespacio vecto-
vial U. Incluso va se ha comentado que se podria multiplicar la matriz
asociada a g por cualquier H € M, «n(R), siempre que la matriz resultante
fuese regular, simétrica y definida positiva.

Esta observaciéon nos indica ademas que el modelo de isotopia dado en
el Ejemplo 4.1.3 es de vital importancia en la construccion de isoespacios
vectoriales métricos. De hecho, podemos llegar, imponiendo nuevas condi-
ciones, a resultados de gran interés, como la siguiente:

Proposicion 4.1.18  Sea ((7,8,’0\) un isoespacio vectorial definido sobre
el isocuerpo (ﬁ, T, X), asociado al espacio vectorial n-dimensional (U, o, ®)
sobre el cuerpo (R, 4+, X), en las hipdtesis de la Proposicion 4.1.2, siguien-
do el modelo de isotopia del Ejemplo 4.1.83 e zmpomendose ademds que la
wsountdad principal utilizada Ie R, sea tal que 7> 0, donde se hace uso
del orden < usual en R. Entonces puede dotarse a U de una métrica si Y
sélo si U tiene estructura de 1s0espacio vectorial métrico, es decir, si y solo
st el espacio vectorial U de partida estd dotado de una métrica g, que pueda
levantarse isotdpicamente a una isométricag en U.

Demostracion
Se hara mediante la doble inclusion:

a) <«
Es inmediato, pues si U tiene estructura de isoespacio vectorial métrico

es debido a que estad dotado de una isométrica g, que a su vez verifica las
condiciones necesarias para ser una meétrica.
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b) =

Supongamos que podemos dotar aU de una métrica g = ()i je(1,..n} -
Hay que probar entonces que existe una métricag en U, que pueda levantarse
isotopicamente a la métrica g, convirtiéndose ésta asi en una isométrica.

Para ello, por las condiciones impuestas en el Ejemplo 4.1.3, sabemos
que U esun isoespacio vectorial n-dimensional, ya que este tipo de isotopia
lleva bases en bases, por lo que también se conserva entonces la dimension
del espacio vectorial. Tendremos por tanto que la matrizg = (g;)ije(1,..n}
asociada a g, sera (n x n)-dimensional, con elementos en R = R. . Podemos
construir entonces la matriz (g; ;)i jeq1,....n}, siendo g; ; € R tales que gl-j*f:

-----

(gij) X I = gij, para todos 4,5 € {1,...,n}, es decir, tales que sean los

2

nimeros reales de los que provienen los n isontimeros que constituyen la

matriz asociada a g.

Veamos entonces que la nueva matriz construida es regular, simétrica
y definida positiva, con lo que serd una matriz asociada a una métrica g
del espacio vectorial U, que se podria levantar isotopicamente a g sin mas
que considerar el modelo propuesto en el Ejemplo 4.1.16, de multiplicar
dicha matriz por diag(f, e f) Para ello, como I € Ry x = X, tenemos
que T = I~1 = T7! € R, de donde gij = Gi; *T = gi; x T, para todos
i,j € {1,...,n}. Ahora, se prueba que la matriz (¢; ;)i jef1,..n} €s regular,
simétrica y definida positiva de forma totalmente analoga a como se hizo
en el Ejemplo 4.1.16 respecto a la isométrica alli senalada, dado queT’ > 0
al ser I > 0 y estar considerando el orden usual en R. Por ello, la matriz

(givj)i,je{l,.wn} estd asociada a una métrica en U, lo que finaliza la prueba.
O

Una consecuencia inmediata de este resultado es que, bajo las hipotesis
exigidas, un isoespacio vectorial U tiene estructura de espacio vectorial mé-
trico si y solo si tiene estructura de isoespacio vectorial métrico, resultado
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que no se tiene en general, debido a lo ya mencionado anteriormente en
varias ocasiones de que las nociones isotopicas presentan diferencias con las
nociones convencionales, cuando se trata de proyectar la nueva teoria en la
antigua.

Terminaremos esta seccidén con unas breves notas sobreisogeometria. Ya
hemos dicho que de igual forma que las geometrias convencionales apare-
cen tras estudiar los espacios métricos, las isogeometrias deben aparecer
al estudiar los isoespacios métricos. También se ha dicho que el aspec-
to importante de las isogeometrias es que permiten estudiar como varian
las nociones usuales de las geometrias convencionales cuando se cambian
las unidades usuales por otras de caracteristicas topologicas idénticas. Un
ejemplo de esto se tiene cuando se estudia el levantamiento isotépico de un
espacio euclideo E(X, 0, R) sobre el cuerpo (R, +, x), dotado de la métrica
euclidea § = diag(1,...,1). Una caracteristica determinante en tales espa-
cios es que si nos fijamos en los ejes euclideos, todos tienen como unidad
elemental el mismo elemento +1. En cambio, un aspecto importante de
los isoespacios euclideos (también llamados espacios isoeuclideos o espacios
de Fuclides-Santilli, de los que se obtiene la isogeometria euclidiana) es
que permiten alterar las unidades del espacio convencional, incluidas las
unidades axiales. Veamoslo en el siguiente:

Ejemplo 4.1.19 En el caso del espacio euclideo 3-dimensional E(X,6,R),
las unidades para los tres ejes serian I, = +1, para k = 1,2,3 (= ejes OX,
oY y0Z).

Consideremos ahora un isoespacio euclideo correspondiente a una iso-
topia 3-dimensional de clase I, esto es, un levantamiento isotdpico donde la
isounidad I sea una matriz (3 x 3)-dimensional, hermitica y definida positi-
va (véase [145]). Debido a este iltimo cardcter, T puede diagonalizarse en
la forma I = diag(n?,n2,n2), con ni,ny, ng € R\{0}, obteniendo asi como
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nuevas isounidades para los ejes los elementosfk =n2, para k = 1,2,3.
Esto quiere decir que no solo las unidades originales se levantan a wvalo-
res arbitrarios invertibles, sino que las unidades de ejes diferentes tienen
generalmente valores diferentes. <

Estas condiciones permiten nuevas aplicaciones. Un ejemplo es la unifi-
caciéon de todos los posibles elipsoides

X? X2 Xx?
X2:—21+—22+—§’:7’2€R
ny N3 n3
en el espacio euclideo F(X,d,R), en las llamadas isoesferas

s /X2 X2 X2\ - SO
1 2 3

que son las esferas en el isoespacio E()A(, ;5\, ﬁ) sobre el isocuerpo R (véase
[145]).

De hecho, la deformaciéon de las unidades axiales de la esfera, [, = +1,
en las nuevas isounidades 1/'; = n}, conserva la esfericidad perfecta. Por
otra parte, estudios mas avanzados permiten al trabajar con isotopias de
clase TIT que obtengamos la unificacion de todas las conicas compactas y no
compactas. El uso de la clase IV permite a su vez la inclusiéon de todas las
conicas (véase [145]).

Por ultimo, senalemos que estas generalizaciones tienen también impli-
caciones muy importantes en Fisica. Un ejemplo de ello lo tenemos en que
los cambios en las unidades, vistos anteriormente, permiten poder transfor-
mar distancias (longitudes) muy grandes en distancias muy pequenas, y al
revés. También tienen repercusiones en la generalizacion de las mecénicas
convencionales (Newtoniana, Analitica, Cuéntica, etc) en nuevas mecani-
cas isotopicas, al igual que en los problemas clésicos de dindmica interior y
exterior. El lector interesado puede consultar estos temas en[145].
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4.2 Isotransformaciones

Antes de continuar con el estudio de nuevas isoestructuras, vamos a dedicar
esta seccion a las diferentes aplicaciones que se pueden establecer entre
isoespacios vectoriales. En ella, no s6lo se van a indicar las aplicaciones
usuales que existen al considerar los isoespacios vectoriales como espacios
vectoriales, tal como ya se hizo para los isogrupos o los isoanillos. Se va
a dar un paso maés, definiendo las isotransformaciones, que serdn aque-
llas transformaciones que provengan de un tipo de levantamiento isotopico
de una transformacion entre los espacios vectoriales correspondientes a los
isoespacios vectoriales anteriores (véase [121]).

Por otro lado va a quedar patente el hecho de que las isotopias de Santilli
son unas herramientas muy utiles para el paso de una teorialineal y local a
otra no lineal y no local, que esté estrechamente relacionada con la anterior.
Ya se dijo en la Definicién 3.1.2 que las isotopias de Santilli eran aquellas
capaces de levantar estructuras lineales, locales y canénicas a las formas no
lineales, no locales y no canonicas mas generales posibles, siendo capaces de
reconstruir la linealidad, la locacidad y la canonicidad de partida en ciertos
espacios generalizados. Pues bien, vamos a ver que en el caso de que estemos
trabajando con espacios vectoriales, la no linealidad y no locacidad anterio-
res ocurren so6lo cuando la nueva teoria se proyecta sobre la teoria original,
ya que de hecho, la isoteoria reconstruye la linealidad y la locacidad en el
isoespacio vectorial construido. Con respecto a la canonicidad tendriamos
un resultado andlogo, que empezé a ser desarrollado por Santilli a partir
de la definicion de isocdlculo (que es el levantamiento isotopico del calculo
convencional) en 1996 (véase [145]), pero que debido a su extension no sera
tratado en nuestro estudio.

Comenzamos por tanto con la definicién de las aplicaciones entre isoes-
pacios vectoriales, considerados estos como espacios vectoriales, y que en



142 CAPITULO 4. ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI (II)

conjunto reciben el nombre de transformaciones:

Definicién 4.2.1  Sean (U,3,9) y (U’ A V) dos isoespacios vectoriales
sobre un isocuerpo IA((E, T, ><) Una aplicacion f U — U se dice homomor—
fismo de isoespacios vectoriales si para todoa € K y para todos X, Y e U,
se verifican:

1. f(X3Y) = f(X)Af(Y).
2. f(@sX) =av f(X).

Si f es biyectiva, se dice isomorfismo y si U = U’, endomorfismo. En
este ultimo caso, si ademds f es biyectiva, se dice automorfismo.

A todo endomorfismo se le denomina también operador lineal. Este
tipo particular de transformaciones tiene la propiedad de que cuando se da
entre espacios vectoriales convencionales, viene dado de forma univoca por
el producto asociativo por un elemento a € K, independiente de variables
locales. Asi, si tenemos el operador lineal f : (U,0,e) — (U, 0, ), donde U
es un isoespacio vectorial sobre un cuerpo K (a,+, x) y f viene dado por el
elemento a € K, se tendria que f(X) = a e X, para todo X € U.

En caso de que el elemento a tenga dependencia en variables localesz, la
transformacion f se dird no lineal. Entonces, a = a(x), quedando f definida
segiin f(X) = a(z) e X, para todo X € U. Si esta dependencia es de tipo
integral se dice entonces que f es una transformacion no local, mientras que
en caso contrario se dira local.

Entonces, en el mismo sentido, como estamos considerando los isoespa-
cios vectoriales como espacios vectoriales, dado el operador lineal f : U —
17, de la Definicion 4.2.1, tendremos que f viene dado por un elemento
a€ [?, de forma que se verificara f()?) = Ei?)?, para todo X € U. También
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se hablaria de transformacién no lineal o no local en el isoespacio vectorial
U, de forma andloga a lo visto anteriormente para el espacio vectorialU.

Senalemos por tltimo que la forma que tienen los operadores lineales
permiten establecer una relacion entre un operador lineal existente en un
espacio vectorial (U, o, ®) sobre un cuerpo K(a,+, X) y un operador lineal
en un isoespacio vectorial (17,8, ®), sobre IA((EZ, T, X), asociado a U. Supon-
gamos entonces, por ejemplo, que sea f : U — U, el primero de dichos ope-
radores lineales, dado por el elementoa € K, es decir, tal que f(X) = ae X,
para todo X € U. Podriamos considerar entonces el levantamientoa € K ,
correspondiente al elemento a € K, y tomar asi el operador lineal existente
en el isoespacio vectorial U que Vlene dado por el elementoa. Llamando f a
tal operador lineal, resultaria que f( ) = aoX para todo X € U. Entonces,
f recibe el nombre de isotransformacion, al originarse por el levantamiento
isotopico de una transformacion f entre espacios vectoriales y resultar una
transformacion entre los isoespacios vectoriales correspondientes. Se tiene
ademas la siguiente:

Definicién 4.2.2  Una isotransformacion f dada por un elemento a pro-
veniente de una isotopia inyectiva, se dice isolineal o isolocal cuando el
elemento a correspondiente que represente a la transformacion f sea lineal
o local, respectivamente. Se dird no isolineal o no isolocal cuando dicho
elemento a sea no lineal o no local, respectivamente.

El hecho de imponer en la definicién anterior que la isotopia con la que
estemos trabajando sea inyectiva se debe a que en caso contrario pudiera
darse que existiese un segundo elemento b € K, con b # a, tal que fuese
b = a, siendo b no lineal (no local, respectivamente), con lo que la iso-
transformacion ]? serfa por una parte isolineal (isolocal, respectivamente),
mientras que por otro seria no isolineal (no isolocal, respectivamente), lo
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que seria una contradicciéon. De todas formas podriamos ampliar la defini-
cibn anterior a isotopias que no permitiesen la existencia de tal elemento
b no lineal (no local, respectivamente), aunque no fueran inyectivas. Sin
embargo, para evitar problemas impondremos en lo sucesivo la condicién
de inyectividad en las isotopias utilizadas. De esta forma, esta definicién
permite distinguir los conceptos de isolinealidad e isolocacidad, de los con-
ceptos de linealidad y locacidad convencionales. Podemos de hecho tener
que una determinada isotransformacion fsea no lineal y no local, por serlo
el elemento @, y en cambio ser isolineal e isolocal, por serlo el elemento a
correspondiente, al igual que cualquier otra combinacion posible de estos
conceptos. Sin embargo, si se verifica el siguiente resultado:

Proposicion 4.2.3  Sea (U, 0, e) un espacio vectorial sobre K(a,+, xX),
siendo [ : U — U, una transformacion de tipo operador lineal, dada por el
elemento a € K. Sea (ﬁ,g, ®) un isoespacio asociado a U, sobre el cuerpo
IA((EL\ T, Q), correspondiente a una isotopia que sea inyectiva. FEntoncesf es
una transformacion lineal (local respectivamente) si y solo si la correspon-
diente 1sotransformacion f en U dada por el elemento a € K es isolineal
(isolocal, respectivamente).

Demostracion

Basta tener en cuenta la Definicion 4.2.2, ya que entoncesfsera isolineal
(isolocal, respectivamente) si y solo si el elementoa € K es lineal (local, res-
pectivamente), lo que equivale a su vez a decir que f es una transformacion
lineal (local, respectivamente). ]

Por tanto, los resultados anteriores nos muestran que necesitamos le-
vantar isotopicamente las aplicaciones lineales y locales para conservar la
linealidad y la locacidad en los isoespacios correspondientes, y que la no
linealidad y no locacidad de la isoteoria sélo se da cuando ésta se proyecta
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en la teoria de partida. En nuestro caso, tal proyecciéon se tiene cuando
buscamos obtener la linealidad y la locacidad de la transformacic’)anen el
elemento @ € K del que viene dada univocamente (tal y como se hace en la
teoria convencional), en lugar de en el elementoa € K, como se ha hecho
en la Definicion 4.2.2.

Asi pues, volviendo al nivel abstracto de los axiomas (que ya tratamos
en la seccion de los isocuerpos), resulta que al igual que pueden consid-
erarse equivalentes en dicho nivel los espacios vectoriales y los isoespacios
vectoriales, también pueden considerarse equivalentes las transformaciones
lineales entre los primeros y las isotransformaciones isolineales entre los
segundos, asi como las transformaciones locales y las isotransformaciones
isolocales.

Se va a estudiar a continuaciéon un ejemplo de las isotransformaciones,
que consistira en estudiar aquellas isotransformaciones que provienen de las
isotopias de Santilli, consecuencia de la construccion dada por una isounidad
y por el isoproducto:

Ejemplo 4.2.4  Supongamos un espacio vectorial (U, o, e) definido sobre
un cuerpo K(a,+,x). Sea f : U — U, el operador lineal existente en
U, dado por un elemento fijado a € K. Sea ahora ([7,8,’0\) el isoespa-
cto vectorial sobre el isocuerpo }?(6, i Q), correspondiente a la isotopia de
elementos f § §’ x,%, 0 y o, en las condiciones de la Proposicion 4.1.2.
Tendremos entonces que el levantamiento del elementoa € K respecto a
la zsotopm anterior esd = ax 1 € K y que el opemdor lineal existente

(U o,e), que viene dado por el elemento a, es f U — U tal que
f(X) — GeX =(aDX)OI, para todo X € U. Ya sabemos ademds, por la
seccidn anterior, que el isoproducto ® es asociativo al verificar la condi-
cion (2.a) de la Definicion 4.1.1, por construccion. Tendriamos por tanto
que ]? es efectivamente un operador lineal, que proviene del levantamiento
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wsotopico del operador lineal f y por tanto f es una isotransformacion. <

Veamos por tultimo, para acabar esta secciéon, un resultado particular
en este modelo de isotopia, que corrobora algo ya citado en el caso general
(véase [175]):

Proposicién 4.2.5  Sean (U, o,e) un espacio vectorial definido sobre el
cuerpo K(a,+,x) y f : U — U, una transformacion no lineal (no local,
respectivamente), dada por el elementoa = a(x), donde a(x) € K para toda
variable local x. Entonces, en estas condiciones, y bajo condiciones topoldgi-
cas adecuadas, existe una isotransformacion lineal (local, respectivamente),
f EN UN 150eSPaAcLo U asociado a U.

Demostracion

Las condiciones topologicas a buscar seran aquellas que permitan encon-
trar una descomposicion a = bxT', con b € K, lineal (local, respectivamente)
y donde * sea el elemento de isotopia principal de la isotopia que levante al
cuerpo K y que tenga como elemento isotopico a 1. Deberé ser por tanto
T invertible, siendo entonces I=T1"1 (si I es el elemento unidad respecto
a ) la isounidad principal que usemos en nuestro levantamiento isotopico.

BaJO una isotopia Compatlble con los elementos anteriores, seria entonces
A=bxT = (bxT) x* IT=bxTxI=>bec K el elemento levantado 1sotopi-
camente. Entonces, la isotransformacion f que se definiria en el correspon-
diente isoespacio vectorial (U o,), vendria dada por el elemento b € K
anterior, quedando definida segtn f()?) = b?)?, para todo X € U. En-
tonces, ]? serfa por tanto lineal (local, respectivamente) al serlo b, con lo
que se tiene el resultado buscado. O

Observemos finalmente que en la descomposiciona = b* T, realizada en
la demostraciéon anterior, lo que se ha hecho verdaderamente es traspasar
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la no linealidad (no locacidad, respectivamente) del elementoa € K, al ele-
mento isotopico 1. El problema que se plantea consistiria en encontrar en
cada caso concreto la descomposicion méas favorable, imponiendo las sufi-
cientes condiciones para ello. Por ejemplo, imponiendo queb sea invertible
respecto *, tomariamos entonces T' = b~! xa, debiendo ademas imponer que
a fuese invertible respecto *, para que asi lo fuese 7.

La siguiente isoestructura a estudiar sera el levantamiento isotopico de
los médulos. Para ello seguiremos el desarrollo habitual, comenzando con
la definicién de isomddulo.

4.3 Isomodulos

Siguiendo en esta secciéon un desarrollo similar al de las anteriores, estu-
diaremos los isomodulos, los isosubmédulos y las aplicaciones entre estas
isoestructuras (véase [103]) .

Definicién 4.3.1  Sean (A, o, ) un anillo y (A,3,9) un isoanillo asocia-
do. Sea (M,+) un A-mddulo con producto externo x. Se denomina iso-A-
moédulo M a toda isotopia de M, dotada de una nueva operacion interna +
y de una nueva operacidn externa X, verificando los aziomas de A\—mo/dulo,
es decir, tal que

1. (M,7F) es un isogrupo, siendo ademdsaxm € M, Va € A\, Ym e M.

2. Axiomas de la ley externa:

(a) X (bxm) = (Geb)Xm, Va,b € A,V € M
(b) GX(MFR) = (@xm)F(@xn), va € A,Vim,n € M.
(¢c) (@b)xm = (@xm)F(bxm), Va,b € A,V € M.
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(d) TXim = i, Vin € M.

siendo I la isounidad asociada a A respecto a la operacidn .

Obsérvese en primer lugar que, en las condiciones de la definicién ante-
rior, si A fuese un cuerpoy Aun isocuerpo asociado a A , tendriamos que M
tendria estructura de espacio vectorial sobre A y que M tendrfa estructura
de isoespacio vectorial asociado a M, sobre A. Por tanto, aqui, al igual que
ocurre con las estructuras convencionales, un isomodulo no es més que una
generalizacion de un isoespacio vectorial.

Otro ejemplo que se deduce del caso convencional es el siguiente:

Ejemplo 4.3.2  Sea & un ideal del anillo A, siendo S un isoideal de A
asociado a . Dado que S tiene estructura de A-mddulo para la multi-
plicacion interna del isoanillo A, e, es inmediato que S tiene estructura
de iso-A-médulo para la multiplicacion interna® del isoanillo @ pues se

verifican:

a) (@,8) es un isogrupo, por ser S isoideal de A.

b) Ge(bei) = (Geb)ern, Va,b € A, Vi € S.

c) Ge(mon) = (Gem)s(aen), Va € A,Vim,n € M.

d) (aobyemn = (aem)o(bem), Va,b € A,V € M.

e) Tem = m, Vm € M; siendo I la isounidad asociada a A respecto a la
multiplicacion e. <

Observemos sin embargo que, pese a tener A/ estructura de A-modulo
para la multiplicacion usual por un escalar (A x A/S — A/S, tal que:
(a,b+S) — (aeb)+S), no podemos pasar este ejemplo convencional al caso
de isomo6dulos, ya que en general A / 3 no tiene porqué coincidir con el levan-
tamiento isotépico de ningin anillo cociente, tal como vimos en la secciéon
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de isoanillos. No obstante, ﬁ/@ si tiene estructura de A-médulo mediante
el producto usual por un isoescalar, con lo que nuevamente aparecen las
diferencias habituales entre los conceptos y propiedades convencionales y
los isotopicos.

Pasamos ahora a considerar el procedimiento de construcciéon de iso-
topias a partir de una isounidad y del isoproducto. De igual forma que en
el caso de los isoespacios vectoriales, tal construccion deberé tener algunas
diferencias en el caso de isomodulos respecto a las isoestructuras anterio-
res. De hecho, dado que la tnica diferencia que existe entre un isoanillo
y un isocuerpo es que en este ultimo cabe hablar de isoinversa respecto
a la segunda operacion, cosa que no ocurre en los isoanillos, y dado que
esta propiedad no interviene de forma directa en la construccion del levan-
tamiento isotopico de un espacio vectorial o de un modulo, el modelo de
construccion de ambos ha de ser totalmente analogo. Llegariamos por tan-
to, de forma similar a la Proposicién 4.1.2 de isoespacios vectoriales, a la
siguiente:

Proposicion 4.3.3  Sean (A,o,e) un anillo y (M, +) un A-mddulo con
producto externo X. Sea (g, o,e) el isoanillo respecto a la multiplicacion
asociado a A, correspondiente a la isotopia de elementos pm’ncipalesf Y *
(de elemento unidad I) y elementos secundarios S y * (de elemento unidad
S, siendo SS=R=Rx f), en las condiciones de la Proposicion 3.4.2.
Sean/ O (de elemento unidad I), 5" y o (de elemento unidad S', siendo
S'\’is = R = R’Df), elementos de isotopia que junto a T estén en las
condiciones de la Definicion 3.1.3, siendo el conjunto generalV' asociado
tal que AUU C V'. En estas condiciones, si se verifican a) (M, o) tiene
estructura de modulo con respecto al anillo (A, x,*), con producto externo O,

b) (M, ¢) tiene estructura de grupo con elemento unidadS" € M, c) axR =
R',Va € K yd) Rxi = R', para todo in € M, entonces el levantamiento
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1$0t0pico (H, q\—) correspondiente a la isotopia de elementos principalesf Y
O y secundarios S y ©, mediante el procedimiento del isoproducto, es un iso-
A-médulo para el producto externo X (también construido por la isotopia
anterior). O

Senalemos que esta proposicion tiene su equivalente en el caso de que A
sea un isoanillo respecto a la suma, obteniéndose un resultado anélogo.

Veamos ahora algunos ejemplos de isomodulos. Ya hemos comentado
al principio de esta seccidon que tanto los isoespacios vectoriales como los
isoideales pueden dotarse de estructura de isomodulo. De hecho, todos
los ejemplos que hemos visto de isoespacios vectoriales son validos como
ejemplos de isomodulos. Veremos entonces un caso particular de isomédulo
proveniente de un isoideal y generalizaremos el modelo de isotopia del Ejem-
plo 4.1.3 al caso de isomodulos, dando un ejemplo concreto de ello:

Ejemplo 4.3.4  Consideremos el anillo (Z,+, %) y el isoanillo (P, +, X)
vistos en el Ejemplo 3.4.5 y el ideal (P, +, %) y el isoideal (Zg,+, X) del
Ejemplo 3.4.15.

Sabemos que en la estructura convencional, el ideal (P,+, x) puede
dotarse de estructura de Z-mdodulo, tomando como producto externo la se-
gunda operacion X. Veamos que, tal y como hemos dicho anteriormente,
podemos hacer lo mismo con el isoideal (Zg4, +, §<\), dotdndolo de estructura
de iso-P-mddulo, con respecto al producto externo X. Para ello, compro-
baremos que se verifican las condiciones de la Proposicion 4.3.3.

Empezaremos adaptando las notaciones usadas en el Ejemplo 3.4.13 con
las usadas para la construccion de un isomodulo. Tendriamos ast que los ele-
mentos de isotopia utilizados para la construccion del isoP-mdodulo serian
los elementos principales I=2 y O =% = X y los elementos secundarios
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S'=0=2S8yo=x=+ (de elemento unidad S' = 0 = S (el ele-
mento unidad respecto ax, que es la ley usada en la construccion del isoani-
llo (Z,+, Q)) De esta forma, el conjunto general que utilizaremos en la
isotopia serd V! =7 = Z UP, que estd en las condiciones impuestas por la
Proposicion 4.3.3.

Trivialmente, tanto el conjunto isotopico como las operaciones asocia-
das al 1s0-P-modulo han de ser iguales a los correspondientes asociados al
isoideal (Zg,+, Q) Observemos que la operacion X definida en el Ejem-
plo 3.4.5, no presenta problemas con la construccion del isoproducto dada
para un isomodulo (que equivale a su Uez a la dada para un isoespacio vecto-
rial), pues seria axb = a* 3 Lxb=a X 5 X b= (a x b) x 2 = (a0db)02, para
todoa € P = Z2 Y para todo be 7, = P2

Finalmente vemos que se verifican:

a) (P,o) = (P, +) tiene estructura de mddulo con respecto al anillo (Z,x, *)
= (Z,+, x), con producto externo 0 = % = X (pues corresponde justamente
a la forma convencional de dotar de estructura de modulo a un ideal deter-
minado).

b) (P,¢) = (P, +) tiene estructura de grupo con respecto al elemento unidad
S'=0¢cP.

c) Como ﬁ’:@_ =070=0=0x2=00], tendriamos que: axR =
(ax2)X(0x2) = (a><0)><2—0><2—R’ para todo @ € P = Zy,

d) Como ﬁ:é’\ —OO—O—OXQ—R’ tendrzamosqueRXm—
(0x2)x(mx2)=(0xm)x2=0x2=R, para todo m € Zs = P5.

Aplicando entonces la Proposicion 4.3.3, se tiene que(lgz, —T—) = (Zy4,+)
tiene estructura de iso-P-mddulo respecto al producto externo X. De esta
forma dotamos a (Zy,+, Q) de una nueva estructura, pues recordemos que
ya lo habiamos dotado de estructura de isoideal, respecto a la isotopia de
los mismos elementos. <
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Vamos ahora a realizar una generalizacién para el caso de isomodulos,
del modelo de isotopia dado en el Ejemplo 4.1.3. Notemos que de hecho
el Ejemplo 4.3.4 es un caso concreto de tal generalizacion, pues el isoani-
llo (P,+,X) asociado a (Z,+, x) corresponde a la isotopia de elementos
principales I=2€7Z y * = x (de elemento unidad 1, el mismo que el de
(Z, %)), y secundarios S=0y*=+ (de elemento unidad S = 0, el mismo
que el de (Z,+)), con lo que estariamos ante una isotopia de las mismas
condiciones que la usada para el levantamiento del cuerpo K del Ejem-
plo 4.1.3. En cuanto a los elementos de isotopia usados para la obtencion del
iso-P -moédulo (Zy4, +, X ), también estan en las mismas condiciones que los
usados para la obtencién del isoespacio vectorial U del Ejemplo 4.1.3, pues
tendriamos como elementos principales al y a O = x (que es el producto
externo del Z-moédulo de partida, (P,+, x) , que a su vez equivale a la
segunda operacion e del espacio vectorial U del Ejemplo 4.1.3, y como ele-
mentos secundarios a S’ = S y ¢ = + (que equivale a la primera operacion
o del espacio vectorial U).

Respecto a las condiciones de la Proposicion 4.3.3 (equivalentes a las de
la Proposicion 4.1.2), ya hemos visto en el Ejemplo 4.3.4 que se verifican,
por lo que finalmente el modelo de isotopia del Ejemplo 4.1.3 llega a tener
su equivalente para isomoédulos.

Sin embargo, una diferencia respecto al modelo del Ejemplo 4.1.3 (que
también se da en el Ejemplo 4.3.4) es que, en general, el conjunto isotopico
correspondiente al levantamiento de un A-mo6dulo M no tiene porqué coin-
cidir con ¢l mismo, al contrario que sucedia en el ejemplo citado, donde
siempre U = U. Esto se debe al hecho de que en un anillo no cabe hablar
de elemento inverso respecto a la segunda operacion, con lo que no valdria
una demostracion analoga a la dada en el Ejemplo 4.1.3, de que dadoX € U,
entonces X = X e T o] € (7, siT=1"1¢ A, pues en nuestro caso puede
que T' ¢ A.
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Observemos finalmente que este caso concreto del Ejemplo 4.3.4 puede
generalizarse, no ya solo al resto de ideales de un determinado anillo, sino a
casos en que el moédulo de partida en cuestion esté en condiciones similares.
Veamos un ejemplo de esto tltimo:

Ejemplo 4.3.5  Consideremos el anillo (Z,+, x) y el isoanillo (P, +, X)
vistos en el Ejemplo 3.4.5. Tomemos ademds el Z-mddulo (Q,+) de los
racionales con la suma usual, con producto externoe (producto usual de los
racionales). Realizando entonces la isotopia de elementos prmcipalesf: 2
y O = e y secundarios S=0 y o =+ (suma de racionales), llegariamos,
de forma andloga al Ejemplo 4.3.4, y usando la Proposicion 4.5.3, al iso-
P-mddulo (Q,+,®), donde el isoproducto ® estaria definido segin men =
(m en)e2 para todos m,n € QQ = Q. <

Continuaremos ahora nuestro estudio con el levantamiento de las sub-
estructuras asociadas a los modulos: los submoédulos. Daremos en primer
lugar la definicion de tales levantamientos, a los que se les denominara
1sosubmodulos:

Definiciéon 4.3.6  Sean (A, o0,e) un anillo y (A,3,9) un isoanillo aso-
ciado. Sean (M,+) un A-mddulo con producto externo X y (1\7 ) un
iso-A- modulo, con pmducto externo X, asociado a M. Sea N un submddulo
de M. Se dice que N C M es un isosub-A-modulo de M st, stendo una
isotopia de N, tiene estructura de sub A-médulo de M es decir, si (N )
tiene estructura de zso—A—modulo, con producto externo X (dado que ya se
liene que N C ]\/4\)

Pasamos ahora al modelo de construcciéon de isotopias por medio de una
isounidad y del isoproducto, buscando que las leyes asociadas al futuro iso-
submoédulo sean las mismas que las del isomédulo de partida. Necesitamos
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por tanto que los elementos de isotopia sean exactamente los mismos que los
usados para construir dicho isomoédulo. Con esto obtendremos ademas que
el conjunto isotopico resultante del levantamiento del submoédulo de partida
esté contenido en el resultante del levantamiento del médulo correspondien-
te. Faltaria atin, no obstante, darle a dicho conjunto estructura de isomo-
dulo. Para ello bastaria adaptar las condiciones de la Proposiciéon 4.3.3 al
submodulo de partida, que a su vez tiene estructura de médulo. Tendremos
as{, de forma analoga a dicha proposicion, la siguiente:

Proposicién 4.3.7  Sean (A, o,e) un anillo y (M,+) un A-mddulo con
producto externo x. Sean (A,3,®) un isoanillo asociado a A y (]\/4\, T) el
iso-A-médulo con producto externo X, correspondientes a la isotopia de ele-
mentos f, §, 5’\’, *,% 0 y o, en las condiciones de la Proposicion 4.3.3. Sea
N un submddulo de M. En estas condiciones, si (N,©) tiene estructura
de submddulo de (M, o), ambos con producto externo O respecto al anillo
(A, %, %), siendo (N,o) un grupo con elemento unidad S’ € N, entonces
el levantamiento isotopico (]/\\7, —T—) unido al producto X, correspondiente a
la isotopia de elementos los anteriormente senalados, tiene estructura de
isosub-A-mddulo. a

Observemos que no hace falta suponer aqui el resto de las hipotesis de
la Proposicion 4.3.3, dado que se tienen por la propia construccion de M,
es decir, que N las hereda de M.

Veamos a continuacion un ejemplo de isosubmodulo:

Ejemplo 4.3.8  Consideremos el anillo (Z,+, X), el isoanillo (P, +, />Z),
el Z-mdodulo (Q,+), con producto externo e y el iso-P-mddulo (Q,+) con
producto externoe, todos ellos dados en el Ejemplo 4.3.5. Tomemos también
el Z-mddulo (P, +) con producto externo x (que ademds es un submddulo de
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Q y el iso-P-mddulo (P, +) con producto externo X, del Ejemplo 4.3.4. Ten-
dremos entonces que, con las notaciones de estos ejemplos, (P, o) = (P, +)
tiene estructura de submddulo de (Q,o) = (Q,+) , ambos con producto ex-
terno O = X, respecto al anillo (Z,*,*) = (Z,+, x), siendo (P,¢) = (P, +)
un grupo con elemento unidad( € P.

Entonces, por la Proposicion 4.3.7, el levantamiento isotdpico(P,+) con
producto externo X, correspondiente a la isotopia de elementos los usados
para el resto de las isoestructuras senaladas, tiene estructura de isosub¥P -
maodulo. <

Finalizaremos esta secciéon dando la definiciéon de las distintas aplica-
ciones existentes entre isomodulos:

Definicién 4.3.9 Sea (A,3,9) un isoanillo y sean (M +) (]\/4\’ A) dos
150- A modulos con productos externos respectwos X y 7. Una aplicacion
f M — M’ se dice homomorfismo de iso-A -modulos si, Va € A yVm,n €
M se verifican:

1. f(mFn) = f(M)Af(7).
2. f(a/iﬁz) =avf(m).
Ademds, al igual que en el resto de aplicaciones ya vistas anteriormente,

st f es biyectiva, se dice isomorfismo y st M = M’, endomorfismo. En este
ultimo caso, si ademds f es biyectiva, se dice automorfismo.

Senalemos por ultimo que, dada la semejanza ya mencionada entre es-
pacios vectoriales y modulos, podemos generalizar al caso de isomoédulos
toda la teoria estudiada en la seccidon de isotransformaciones. Resultaria
entonces una teoria totalmente analoga a la anterior, por lo que todo lo
dicho acerca de isotransformaciones entre isoesopacios vectoriales puede ser
a su vez aplicado al caso de isotransformaciones de isomoédulos.
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Capitulo 5

ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI:
ESTRUCTURAS ISOTOPICAS
(I11)

Se va a estudiar en este Capitulo el levantamiento isotopico de una nueva
estructura: las algebras. En una primera secciéon se trataran las isodlge-
bras en general, siguiendo para ello el procedimiento ya utilizado en capi-
tulos anteriores (véase [98]). También se estudiara el levantamiento de las
subestructuras asociadas (las isosubdlgebras). En la segunda seccion se es-
tudiarda como se levanta isotopicamente un tipo particular de algebras, las
algebras de Lie, dandose lugar a las dlgebras de Lie-Santilli, pudiéndose ob-
servar entonces las mejoras que en la Teoria de Lie introduce la isoteoria de
Santilli. En una tercera seccidon se estudiaran algunos tipos de isoédlgebras
isotopicas de Lie, entre ellas las isosimples, isosemisimples, isorresolubles,
isonilpotentes e isofiliformes.

157
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5.1 Isoalgebras

Definicion 5.1.1  Sea (U, o,e,-) un dlgebra con leyes internaso y -, y
con producto externo e sobre un cuerpo K(a,+, xX). Se denomina isoélgebra
a toda isotopia U de U, dotada de dos nuevas leyes de composicio’n mternas
oy~ y con un isoproducto externo® sobre el zsocuerpo K(a —|— ><)7 verzﬁ

cando los axiomas de dlgebra, es decir, tal queVa, be K Y VX Y A= U

se verifiquen:

(U o 0) tiene estructura de isoespacio vectorial definido sobre el iso-
cuerpo K(a T, X).

A~

2. (GeX)Y = X(aeY) = ae(X7Y).

~

9. X7(YoZ) = (XY)o(XZ), y (XoY)Z=(X2)(YZ).

En caso de que la ley sea conmutativa, es decir, Si XY = }A/A)A(,
VX Y € U se dird que U es un 1soalgebra isoconmutativa.

Si7 es asociativa, es decir, si X(Y°Z) = (XY °Z, para todos X, Y, Z €
U , se dird que U es un isoalgebra isoasociativa.

SiXYY)= (XYY y (XX)Y = X(XY), para todos X,Y €
[7 U se dird isoalternada.

Finalmente, si S € U es el elemento unidad de U respecto de la ley o,
se dird que U es un 1soalgebra de isodivision si para todos A Be U con
A =+ S la ecuacion A°X = B tiene siempre solucion.

Veamos algunas observaciones acerca de la definicion anterior. Para em-
pezar, notemos que, de forma analoga al caso convencional, las isodlgebras
son un caso particular de isoespacios vectoriales, para los cuales se define
una segunda operacion interna con las propiedades senaladas. Esta segunda
operacién interna no tiene porqué tener elemento unidad, por lo que en el
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caso de usar el levantamiento isotopico respecto a una isounidad y al isopro-

ducto, la isounidad que se utilice no tiene porqué llegar a ser una isounidad
de™.

Por otro lado sefialemos también que, de nuevo de forma anéloga al caso
convencional, toda isodlgebra isoasociativa es un isoalgebra isoalternada,
pero no al revés en general, pues la propiedad de isoasociatividad implica
la de isoalternancia de manera inmediata, pero no asi de forma reciproca.

Procederemos ahora a la construccion de isodlgebras por medio del mo-
delo dado a partir de una isounidad y del isoproducto. Debido al caracter
particular de isoespacio vectorial que tienen las isodlgebras, resulta que la
construccion de éstas, siguiendo el modelo citado, es totalmente andlogo al
de la construccién de isoespacios vectoriales, con la tnica excepciéon de que
ademas hay que realizar el levantamiento isotopico de la segunda operacion
interna. Tengamos en cuenta para ello lo ya mencionado de que dicha ope-
racion no tiene porqué tener elemento unidad, ni tampoco su levantamiento
isotopico correspondiente, con lo que consecuentemente no cabe hablar tam-
poco de elemento inverso respecto a estas operaciones. Por estos motivos,
cuando en un isoalgebra se hable de la isounidad principal utilizada en su
construccion, ésta se referird a la isounidad usada en el levantamiento del
isoespacio vectorial (ﬁ ,0,®) (siguiendo las notaciones de la Definicion 5.1.1).
De esta forma queda claro que cuando se busque el levantamiento isotdpico
de un algebra (U, o, e, -) sobre un cuerpo K (a,+, x), lo primero que se debe
hacer es levantar isotopicamente el espacio vectorial (U, o, ®) a un isoespacio
vectorial (U, 3, ®) sobre un isocuerpo K (@, I, X ), obteniéndose asi la condi-
cion (1) de la definicion. Con esto, suponiendo que se han utilizado como
elementos de isotopia principales a 7 y O, el conjunto isotdpico U= UA
queda ademas ya fijado.
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Por todo lo anterior y aunque se podria hacer uso de una nueva isounidad
y de una nueva ley (siempre que fueran compatibles con el conjunto isotopico
U ya obtenido), lo mas comodo para realizar el levantamiento del producto
externo - serd definirlo directamente con los elementos de isotopla de los
que ya dlsponemos Bastaria deﬁmr entonces el producto segun XY =
(XIZ\I) (YD[) (X - Y)ol = X -Y para todos X,Y € U. Nétese que
XY e U pues al ser - una operacion interna, X - Y € U.

Ahora habria que comprobar que U con esta nueva operacion - verifica el
resto de condiciones exigidas en la definiciéon para tener estructura de isoal-
gebra. Sin embargo, como viene siendo usual, deberemos imponer alguna
propiedad a los elementos utilizados, para lograr alcanzar dichas condi-
ciones. Vamos a probar que junto a las condiciones de la Proposicion 4.1.2,
bastara imponer ademas que (U, <, O, ) tenga estructura de algebra sobre
el cuerpo K (a,*,*) y que XR = Rf\X R’ para todo XeU.

En efecto, para todo a € K y para todos )A(, }A/, 7€ U, se tienen:

)

~ A~ A~

a) (aeX)Y = ((aDX)D]) ((aDX) .Y)OI = (X - (a0Y))OI =
X(@sY) = (a0(X - Y))OI = Ge((X - Y)OI) = ae(X7Y).

b) X(Y3Z) = )?’A((YOR oZ)0I) = (X - (Yo R o 2)0I = (X
Y)o (X R)Ao (X - 2))0 fi&( )OI) o ((X - R)OI) o (X - 2)01) =

Y
(XF) o (XR) 0 (X7) = (XV) 0 R0 (X A
()(X8Y) = (XoR oY) Z)0l = (X -Z)o (R -Z)o (Y- 2))DI =

~ ~

(X°Z)o (RFZ) o (YZ) = (XZ)o R o (YZ) = (X2)3(Y"2Z).

Tendremos ademas que si U es un algebra conmutativa, U serd una
isodlgebra isoconmutativa, ya que XY =(X-Y)OI = (Y- X)OI =YX,
para todos X Y eU.

>><3>

A~ ~

En caso de ser U asociativa, U sera Isoasociativa, pues XAOA’A ) =
X“((Y Z)D[) (X - (Y- Z))DI = (X Y)-Z)0I = (X -Y)OI)Z =
(XYVZ, para todos X, Y, Z € U.
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Si U es alternada, U serd isoalternada, pues se verifican )?A(}A’f/) =
X((y-val) = (X-(Y-Y)ol = (X-Y)- YOI = (XY)Y y (XX]Y =
(X-X)OI Y =((X-X)-Y)[=(X (X -Y))OIl = X (X'Y), para todos
X, YeU.

Finalmente, para que U fuese isodlgebra de isodivisién, no va a ser su-
ficiente s6lo que U sea algebra de division, sino que ademaés serd necesario

imponer que sea S = 6), siendo 0 el elemento unidad de U respecto a

la operacion o. De esta forma, dados E,E € [7, con A #* 6), tendremos
que la ecuacion AX = B tiene siempre solucidon, ya que seria equivalente
a (A- X)0OI = BOI, que tendria como una posible solucién a un elemento
X € U que verificase A - X = B, el cual sabemos que existe al ser U un
algebra de division.

Con todo lo anterior tenemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 5.1.2 Sea (U,o,e,-) un dlgebra definida sobre K(a,+, x).
Sea (U,3,9) un isoespacio vectorial sobre el isocuerpo [A((@ T, X), construi-
do en las condiciones de la Proposicion 4.1.2. Si ademds se verifica que
(U,0,0,") tiene estructura de dlgebra sobre el cuerpo K (a,*,*) y para todo
X €U se tiene que X°R =R°X = R\’, entonces el levantamiento isotdpico
(ﬁ,g, ®."), correspondiente a la isotopia de elementos pm'ncz'palesfy O y se-
cundarios S y ©, mediante el procedimiento del isoproducto, tiene estructura
de isodlgebra sobre K. Ademds, dicho levantamiento conserva el tipo de dlge-
bra wnicial, es decir, siU es un dlgebra conmutativa, asociativa o alternada,
entonces U serd respectivamente uri\isodlgebm 1soconmutativa, 1soasoctativa

. . . o~ — . — .
o isoalternada. Si ademds, S = 0, siendo 0 el elemento unidad de U
respecto a o, se tiene que st U es un dlgebra de division, entoncesU es un
1sodlgebra de isodivision. O
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Otro aspecto importante para las isoalgebras es el de sus bases. De nuevo
debido al caracter particular de las isoalgebras como isoespacios vectoriales,
toda la teoria acerca de bases e isobases estudiada para estos tltimos sirve
para la nueva isoestructura. Tendriamos asi en particular que, dado que el
modelo de isotopia dado en el Ejemplo 4.1.3 seria totalmente compatible
para el caso de isodlgebras, resulta que, en caso de usar tal modelo, la
isotopia que se obtiene poseeria también la propiedad de conservar bases,
en el sentido de llevar bases en bases, de forma totalmente anéloga al caso
de isoespacios vectoriales.

Haciendo uso de las bases de un isodlgebra aparece también el concepto
isotopico de norma (isonorma) y el de algebra isonormada (véase [128]):

Definicién 5.1.3 Sea (ﬁ,a, ©.°) un isodlgebra sobre el isocuerpo IA((EL\, F, %)

en las condiciones de la Proposicion 5.1.2. Sea 3 = {é1,...,é,} una base
de U y sea X € U. Si X = 2?21@3267 respecto de (3, ; € K para todo
i€ {l,...,n}, se define laisonorma de X en U, segin:

1X] = Zx X 2) 2% T = ( Z-’” yxT=|X|+1=|X|eU
=1 =1
Ademds, el isodlgebra U se dird isonormada si para todos )/(\', YeU Y para
todo a € K, la isonorma verifica las dos siguientes condiciones:

|X’Y|—|X| |Y|€K

2. \%X| = |ZL\]><|X\, donde |a| representa la isonorma del elemento a
correspondiente al isocuerpo K.

Obsérvese que si estamos trabajando con una isotopia que se encuentre
bajo las condiciones de la Proposicion 3.5.2, siguiendo el modelo del Ejem—
plo 4.1.3, es inmediato ver que si U es un algebra normada, entonces U es
un isoalgebra isonormada, ya que Va € K y VX Y € U se tienen
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LXY =](x - V)0l = X Y| = X[ x |Y] = [X|X]Y].

-~ A~ o~ AN — o~ N — —

2. a?)?| = [(«aO0X)OI| = [a0X]| = |lae X| = |ae X| = ]a|j<\|X| =

Veamos a continuacién algunos ejemplos de todo lo anterior. En el
primero de ellos se va a probar que se puede dotar a los niimeros isorreales
de estructura de isodlgebra 1-dimensional isoconmutativa, isoasociativa (y
por tanto, isoalternada), de isodivision e isonormada.

Ejemplo 5.1.4 Sea (R,+, X) el cuerpo de los nimeros reales con la
suma y el producto usuales. Considerando el producto X como producto
externo sobre el propio R podemos dotar a (R, +, X) de estructura de espa-
cio vectorial sobre el propio R. A su vez, considerando el producto X como
sequnda operacion interna, podemos dotar a (R, +, X, X) de estructura de
dlgebra sobre el propio R, siendo ademds conmutativa, asociativa (y por
tanto alternada), de division y normada, al usar las operaciones conven-
ctonales.

Realizando ahora la isotopia del cuerpo (R, +, X) de elementos princi-
pales I eR Yy *x = X y secundarios S =0 y * = +, obtendriamos el
isocuerpo (Rp +, ><) donde RA ={ax T |a € R} =R, estando X definida
seqin: axb = (a x b) x I, para todos a,b € R.

Por otro lado, tomando los elementos O = X, S =0 y o =+, resul-
taria entonces que (R,o,0,x) = (R, +, X, X) tiene estructura de dlgebra
sobre (R, %, %) = (R, +, X), teniendo entonces (R, o, 0) estructura de espa-
cio vectorial sobre el mismo cuerpo, y (R, o) = (R, +) estructura de grupo
con elemento unidad S' =0, que. cotncide con el elemento umdad deR res-
pecto a x. De estaforma R=80=0=0x1=0= S/ =R Ademds,
para todos @, X € R =R se tienen:
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a) axR =ax0=(ax0)xI=0x1=R.

Por tanto, como se tienen las hipotesis necesarias para poder aplicar la
Proposicion 5.1.2, se llega a que el levantamiento isotdpico (ﬁf, T, X, Q) =
(R, +, X, />Z), correspondiente a la isotopia de elementos los anteriormente
citados, tiene estructura de isodlgebra sobre el isocuerpo(R, +, Q) Ademds,
dadas las caracteristicas del dlgebra (R,+, X, X) de partida, la isodlgebra
obtenida es isoconmutativa e isoasociativa (y por tanto, isoalternada).

Por otro lado, dado que S=0=0 (siendo O el elemento unidad de R
respecto a + ) y que el dlgebra era de division, la isodlgebra resultante es
también de isodivision.

También, dado que para obtener el isoespacio vectorial (R, +, §<\) lo que
se ha hecho es sequir el modelo de isotopia del Ejemplo 4.1.3, se liene que
por la observacion indicada tras la Definicion 5.1.3, y por ser el dlgebra de
partida un dlgebra normada, la isodlgebra (R, +, X, />Z) es isonormada.

Finalmente, como la 1sotopia ulilizada sigue el modelo del Ejemplo 4.1.3,
también se tiene que nuestro levantamiento isotopico conserva bases y por
tanto dimensiones, con lo que al ser el dlgebraR de partida 1-dimensional,
también serd de esa dimension la isodlgebra obtenida. Mds ain, como una
base del algebm inicial seria 3 = {1} y teniendo en cuenta que: T=1%1=
1x 1= I llegariamos a que una isobase asociada a3 seria ﬁ {[} <

Ejemplo 5.1.5  Consideremos el dlgebra (M,xn,(R),+,e,-) definida so-
bre el cuerpo (R, 4+, X), de las matrices reales (n X n)-dimensionales (con
la suma y el producto usuales de matrices, + y - y el producto habitual
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de una matriz por un escalar o. Consideremos ahora el isoespacio vecto-
rial (Myyxn(R), +,9) sobre el isocuerpo (R, +, X), dado en el Ejemplo 4.1.4
(adaptados a matrices de dimensidn (nxn), en lugar de (mxn). Tendremos
entonces que, con las notaciones de dicho ejemplo, (M,x,(R),¢,0,-) =
(Myxn(R), +,0,-) es un dlgebra sobre el cuerpo (R,*,*) = (R, +, X).

Definimos ahora la operacion™ segin: AB = (A-B)02=(A-B)e2c
M, (R), para todos A, B € M,y,(R).

Como entonces R = §' > = —0=002=0 (la matriz nula (n Xxn)
—dzmenszonal} tendriamos queA R=A0=(A-0)e2=0e2=0=FR =
R’AA para todo Ac M'nm(R)2 = M,xn(R).

Como se tienen por tanto las condiciones necesarias para poder aplicar
la Proposicio’n 5.1.2, es inmediato que el levantamiento isotopico dado por
(Man( )ys+.9.7) = (Myxn(R),+,9.7), correspondiente a la isotopia de
elementos los anteriormente senalados, es un isodlgebra definida sobre el
1s0cuerpo (ﬁg,i, Q) = (R, +, Q), que serd ademds isoasociativa por ser
asociativa el dlgebra inicial. <

Se va a estudiar a continuacion el levantamiento isotopico de las sub-
estructuras asociadas a las algebras: las subalgebras. Comenzaremos dando
la definicion de isosubélgebra:

Definicion 5.1.6  Sea (U, o,e,-) un dlgebra definida sobre K(a,+, x) y
sea (U,3,9,7) una isodlgebra asociada a U, sobre el isocuerpo K (@, +, X).
Sea (W o, e, ) una subdlgebra deU. Se dice que W C U esuna isosubalgebra
de U si, stendo una L isotopia de W, (W 0,®.%) tiene estructura de subalgebm
de U, es decir, si, (W o,e, ) tiene estructura de isodlgebra sobreK( ,F, X)
(dado que ya tenemos que W U).
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Pasariamos ahora al modelo de construccién de isotopias por medio de
una isounidad y del isoproducto, buscando que las leyes asociadas a la futura
isosubélgebra sean las mismas que las asociadas a la isoalgebra de partida.
Debemos por tanto usar los mismos elementos de isotopia que los usados
para construir U , llegandose asi en particular a que el conjunto isotopico
asociado a la subalgebra W estara contenido en el correspondiente a U.
Por su parte, para obtener que (W,S, ® ) tenga estructura de isoalgebra,
bastara adaptar las condiciones de la Proposicion 5.1.2 al conjuntoW, que
a su vez tiene estructura de algebra, al ser subalgebra deU. Tendremos asi,
de forma anéloga a la Proposicion antes citada, la siguiente:

Proposicion 5.1.7  Sea (U,o,e,:) un dlgebra definida sobre el cuerpo
K(a,+, x). Sea (17,8,3\,7) una isodlgebra asociada a U, sobre el isocuer-
PO IA((ZI\,?—, Q), asociado a U, correspondiente a la isotopia de elementos
f,g, g’,*,*, O y o, en las condiciones de la Proposicion 5.1.2. En estas
condiciones, si (W,o,0, ) tiene estructura de subdlgebra de (U, o,0,-) so-
bre K (a,x,x*), siendo (W, o) un grupo con elemento unidad S’ € W, entonces
el levantamiento isotopico (W,g, ®), correspondiente a la isotopia de ele-
mentos los anteriormente citados, tiene estructura de isosubdlgebra de (7,
sobre el isocuerpo [?(a, T, %). O

Notese que no es necesario exigir en la Proposicion anterior el resto de

las hipotesis que se pedian en la Proposicion 5.1.2, puesw las heredaria de
U.

Veamos a continuacion un ejemplo de isosubalgebra:

Ejemplo 5.1.8 Consideremos de nuevo el dlgebra(M,x,(R),+,,-), ahora
sobre el cuerpo (Q,+, xX) y realicemos el levantamiento isotdpico de ele-
mentos exactamente los mismos que los del Ejemplo 5.1.5. Obtendremos



5.1. ISOALGEBRAS 167

entonces, de esta manera, la isodlgebra (M, s,(R),+,9,~) sobre el isocuerpo
(Q,+, />Z), donde los diferentes isoproductos se definen andlogamente a los
de dicho ejemplo.

Consideremos ahora la subdlgebra (M, (Q),+, e, ) de M,xn,(R). Bajo
las notaciones del Ejemplo 5.1.5, (Mpxn(Q),0,0,) = (Muxn(Q),+,,-) es
una subdlgebra de (M, x,(R),©,0,) = (Muxn(R),+,0,-) sobre (Q,,*) =
(Q, +, x), siendo entonces (M,xn(Q), ) = (Muxn(Q), +) un grupo con ele-
mento unidad 0 € M,x,(Q) ( que es el elemento unidad de (Mpxn(R),¢) =
(Mnxn(R),+), se tendrd por la Proposicion 5.1.7, que el levantamiento
isotdpico (Mnxn< )os +.90.7) = (Myxn(Q), +,9,%), correspondiente a la iso-
topia de elementos los anteriormente senalados, es una isosubdlgebra de
(Mysn(R), +,9,7) sobre (Q,+, X), teniéndose que My yxn(Q)y = Mysxn(Q).
<

De forma analoga a las isoestructuras ya consideradas anteriormente,
continuaremos ahora esta seccion con la definicion de las diversas aplica-
ciones existentes entre las isodlgebras:

Definicién 5.1.9  Sean ([7 0,07) y (U’ A, 7, ) dos isodlgebras sobre
un MISMOo 1S0CUETPO K(a T, Q) Una aplzcaczon f: U — U se dice homo-

morfismo de isodlgebras st, VX Y € U se verifican:

1. f es un homomorfismo de isoespacios vectoriales restringido a las ope-
raciones o y'e.

2. f(XY) = f(X)BFY).

Los conceptos de isomorfismo, endomorfismo y automorfismo se definen
de forma totalmente andloga al caso de las isoestructuras ya consideradas
anteriormente.
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Finalizaremos esta seccidén mencionando un interesante resultado sobre
la existencia de posibles isodlgebras isonormadas con isounidad isomulti-
plicativa en los isorreales (véase [128]).

Historicamente, los cuatro tipos de numeros que constituyen las al-
gebras asociativas de dimensiones respectivas 1, 2, 4 y 8 (es decir, los
nameros reales, complejos, cuaterniones y octoniones, respectivamente), se
han obtenido como las tnicas soluciones de la siguiente ecuacion:

(af+a3+..+a2) x (b]+034+ ...+ b)) = AT+ A3+ ... + A2,

para un cierto n € N fijo, con A = Y " | chrs X a X bs, Yk € {1,...,n},
siendo los elementos a,,bs y ci-s pertenecientes a un cuerpo K(a,+, x),
con operaciones usuales + y X. Por otra parte, todas las posibles alge-
bras normadas con unidad multiplicativa en los ntmeros reales estan dadas
por algebras de dimension 1 (reales), 2 (complejos), 4 (cuaterniones) y 8
(octoniones).

Entonces, si reformulamos nuestro problema bajo la isotopia usual da-
da por una isounidad y por el isoproducto, siguiendo el modelo del Ejem-
plo 4.1.3, resultaria:

) —~9 __ ~5 3

CFb T by )= A FA T LUFA,
con Ay = Y Gos Xy Xby, Y € {1,...,n}, con ay, b, crs € K (@, T, X).

Utilizando los resultados que se deducen del Ejemplo 4.1.3, resulta que,
si usamos como isounidad principal a I € K, el problema anterior es equi-
valente a:

((@@+a2+. . +2)x B +03+. A2 =(A2+ A2+ .+ AT

obteniéndose entonces como posibles soluciones del mismo las provenientes
del problema inicial, levantadas isotopicamente. De ello se deduce (véase
[128]) la siguiente:
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Proposiciéon 5.1.10  Todas las posibles isodlgebras isonormadas con iso-
unidad tsomultiplicativa sobre los isorreales son las isodlgebras de dimension
1 (isorreales), 2 (isocomplejos), 4 (isocuaterniones) y 8 (isooctoniones). O

5.2 Isoalgebras isot6picas de Lie

En esta seccion vamos a estudiar un tipo particular de isoalgebras, que nos
permitird introducirnos ya de forma directa en la generalizacion de la teoria
de Lie, realizada por Santilli. Se trata de las isodlgebras isotopicas de Lie
(véase [98]), generalizacion isotopica de las denominadas algebras de Lie,
elementos bésicos de la teoria convencional de Lie.

Comenzaremos con unas definiciones prev1as senalando antes que, ﬁJado
un isoalgebra (U 0,e,"), se denotara por ~XeU al elemento inverso de X
en U respecto a o, es decir, al elemento —X=X5 , si S es la isounidad de
U respecto a o. De igual forma, —X € U denotara el elemento inverso de
X en un algebra (U, o, e, ) respecto a la operacion o.

Definicion 5.2.1 Sea ((7,8, ® ) una isodlgebra definida sobre un isocuerpo
[A((ﬁ i ><) Se dice que U es isotopica de Lie o Lie- 1s0t0p1ca st verifica los
amomas de dlgebra de Lie; es decir, si para todos a, beK y para todos
X,Y, 7 e U, se verifican:

1. ~ es una operacion bilineal, es decir:

~ A~ A~

2))( (Y°Z)).
(X°2)).

A~

(a) ((@8X)5(beY))Z = <aM-<
(b) X(@Y)5(beZ)) = (ae

o)> o)
>

AN A~

2. 7 es anticonmutativo: XY

I
A

)
Q



170 CAPITULO 5. ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI (IIT)

3. Identidad isotopica de Jacobi (o isoidentidad de Jacobi):
(XY YZ)s(YZyX)s((Z°X)Y) =S

donde S es la isounidad de U respecto a o.

Definicién 5.2.2 Una isodlgebra ([7,8, ®.") sobre un isocuerpo IA((&\, F,X)
se dice isorreal (respectivamente isocompleja) segin sea el isocuerpo asocia-
do a ella. Asimismo se denomina dimension de una isodlgebra isotopica de
Lie U a la dimensidn que tiene U como 1soespacto vectorial.

Deﬁnici(‘)n 5.2.3 Si{ey,....én} es una isobase de U, siendo é;-€; =

Zcmoeh, V1<1,5<n,alos coeficienles c € K se les denomina isocons-
tantes de estructura o isoconstantes de Maurer—Cartan de la isodlgebra.

Definicién 5.2.4 Una isodlgebra (U,3,9,7) sobre un isocuerpo K (@, +, X)
se dice isoadmisible de Lie si con el pmducto conmutador[ ]ﬁ asociado a
T (definido seqin: [X, Y] = (XY) = (Y°X), para todos X,Y € U), U es

una tsodlgebra isotdpica de Lie.

Vamos a continuar nuestro estudio comparando los conceptos de isoalge-
bras isotopicas de Lie e isodlgebras isoadmisibles de Lie, antes definidos,
con los conceptos convencionales andlogos. Si estudiamos la construccion
de isotopias por medio de una isounidad y del isoproducto, observamos que
en general no se tiene que el levantamiento isotopico de un algebra de Lie o
de un algebra admisible de Lie sea respectivamente una isoalgebra isotopica
de Lie o bien una isoalgebra isoadmisible de Lie.
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Para ver esto, empecemos fijando un algebra (U, o, e, -) definida sobre
un cuerpo K(a,+, x) y una isoalgebra ([7,8, ®) asociada a U sobre el
isocuerpo K (@, F, X), bajo una isotopia de isounidad principalf. En gene-
ral, se tendré entonces que, (—X)f;é —)?, con X € U, pues los elementos
unidades y las operaciones bajo las que se toman el elemento inverso corres-
pondiente son distintos. De esta manera, aunque U sea de Lie, se tiene en
general que XY = (X - Y)I = (—=(Y - X))I # —(Y"X), con lo que no se
verificaria la anticonmutatividad necesaria para queﬁ fuese una isoalgebra
isotopica de Lie. El mismo inconveniente se presentaria en el caso de que
U fuese admisible de Lie, para que al levantarse a U , esta ultima fuese
una isodlgebra isoadmisible de Lie. Deberiamos por tanto imponer alguna
condicién més en el levantamiento isotopico del algebra U, para que se
pudieran conservar los tipos de algebras anteriores.

Una posibilidad consistiria en imponer que en el levantamiento isotopico,

la operacion © estuviese definida segin: XoY = (X oY)l = X oY, para
ﬁ

todos X,Y € U. De esta forma, si 0 € U es el elemento unidad de U

respecto a o, seria S=70 € U el elemento unidad de U respecto a o, pues

dado X € U, se tendria X0 0= (Xo 0 )I — XI=X=00X. Llegariamos
asi por tanto al resultado buscado de que dado X € U, fuese (— X)I =X,
o - e
pues Xo((—=X)[)=(X-X)I=01=0.
Vamos a probar entonces que de hecho, la condiciéon anterior es suficiente
para que si U es un algebra de Lie, entonces U sea una isodlgebra isotopica
de Lie. Comprobaremos para ello que se verifican las condiciones de la

A~ o~ o~

Definicion 5.2.1. Para ello, dados @, be K y X, Y, Z € U se tienen

a) ((aoX)o(boY))-Z = ((aoX)-Z) ((boY) 7) = (ao(XAZ)) (bo(WZ)).
b) X7((@sY)o(beZ)) = ()?A(a?y)) S(X(082)) = (@8(XY))3(b8(X72)).
¢) XV = (X -Y)[ = (—(Y-X))[ = —(YX).

A~ A A~

d) (XYFZ)o((Y-ZJX)o(ZXTY) = (X -Y) - Z) o ((Y - 2)- X) o ((Z -
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De forma anéloga, manteniendo la condicion impuesta antes, si(U, o, e, -)
es un algebra admisible de Lie, (17 ,0,®,7) serd un algebra isoadmisible de Lie,
pues el producto conmutador vendria dado por: [)A(, f/]ﬁ = (ﬁ)—(f”f() =
(X-Y—Y-X)f: (X, Y]Uf, para todos )A(,EA/ € [7, siendo [., .|y el producto
conmutador en U asociado a -. De esta forma, como (U, o, e, [.,.]y) seria un
dlgebra de Lie (por ser (U,o,e,-) un algebra de Lie admisible), se tendria
que (U,3,5[., Jp) serfa una isodlgebra isotopica de Lie, pues estariamos en
las mismas condiciones de la situaciéon que acabamos de ver. Finalmente,
tendriamos por definicion que ((7 ,0,®,) serfa una isodlgebra isoadmisible
de Lie.

Con todo lo anterior tenemos demostrada la siguiente:

Proposicion 5.2.5 Bajo las condiciones de la Proposicion 5.1.2 y supuesta
definida la operacion o del isodlgebra U sequn X3y = (X o Y)Df, para
todos X,Y € U, se tiene que si U es un dlgebra de Lie (respectivamente,
un dlgebra admisible de Lie), entoncesU es una 1sodlgebra isotdpica de Lie
(respectivamente, una isodlgebra isoadmisible de Lie). O

Por ello, a partir de ahora supondremos en todo momento que la cons-
truccion de las isodlgebras isotopicas de Lie se hard segin el modelo de
la Proposicién anterior, pues bajo éste podemos obtener las propiedades
usuales de un algebra de Lie cualquiera, adaptadas a una isodlgebra isotopi-
ca de Lie. Asi, tenemos:

Proposicién 5.2.6  Sea (U,9,9.~) una isodlgebra isotépica de Lie sobre
un isocuerpo K, asociado a un dlgebra de Lie (U, 0,0, ). Si K es de isoca-
racteristica nula, se verifican los siguientes resultados:
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—~

1. X°X = §, para todo X € (7, donde S = 0 es el elemento unidad de
U respecto a ©.

2. ng:g&f(:g, para todo X € U.

3. St los tres isovectores que forman una isoidentidad de Jacobi son
tguales o proporcionales, cada sumando de la isoidentidad es nulo.

4. Las isoconstantes de estructuras deU definen la isodlgebra y verifican:

(a) c?j = —c?-.

/\/\A/\/\,\/\/\

(b) Z(cwcm—i— hcm#—chZ i) = 0, donde 0 es el elemento unidad de
K respecto a T

Demostraciéon

Dada la anticonmutatividad de™ se tiene que XX = —)%T)A(, para todo
X € U, lo cual implica la condicion (1), al ser K de isocaracteristica nula.

Sea ahora X € U. Entonces, al ser U algebra de Lie, X°5 = (X - $)T =
SI =S, que es la condicién (2).

Para probar (3), sean X,Y,Z € U, tales que Y = \X, Z = 1iX, con
X,ﬂ € K. Consideremos el primer sumando de la isoidentidad de Jaco-
bi.A gsa/rldo la bilinealidad de ~ y los resultados anteriores se tiene que
(XY)-Z) = (XOX)AEX)) = AXER((XX)X) = AXA(SK) =
(Ax)eS = S. Para el resto de los sumandos de la isoidentidad de Jacobi,
el procedimiento es analogo.

Para probar (4) veamos en primer lugar que las isoconstantes de estruc-
tura definen el 1s0a1gebra Para ello, dados X = > Né, Y = Z,u]e], dos

isovectores de U, se tiene X°Y = Z()T X ji;)8(67¢;) = Z((A Xu])xch o).



174 CAPITULO 5. ISOTEORIA DE LIE-SANTILLI (IIT)

Ademas, estas isoconstantes verifican:

a) €. = ch]eh = —&;-¢ = Z cién = c; ;’l, teniendo en cuenta
la unicidad de escritura en una 1sobase de un 1soespac10 vectorial.

b)  Segun la isoidentidad de Jacobi, se tiene que

o~

S = ((e¢j)-en)o((&5-en)-ei)o((én-ei)-€;) =
(O eara)s(ddpara)((d ] Ge)e) =

O (c;x)86,)30> (5, Xk )ee,)3(> (chixch;)e6,) =
> (e xE)F (<) F (mecp ))ee,
lo cual implica que (c ><c" L)+ (c x?@)i@??) 0,Vpe{l,...,n}, de
donde se deduce el resultado. O

Notese que como consecuencia inmediata de esta Proposicion, la ope-
racion - es isodistributiva y no isoasociativa.

Con respecto al tema de las aplicaciones, aparecen también aqui los
morfismos entre isodlgebras isotopicas de Lie y las isosubalgebras de éstas
como casos particulares de las Definiciones 5.1.9 y 5.1.6, respectivamente.
Nos detendremos algo mas en el concepto de isoideal de una isoalgebra
isotopica de Lie, estudiando las propiedades que debe verificar como le-
vantamiento isotopico de un ideal de un algebra de Lie y viendo algunos
ejemplos:

Definicion 5.2.7  Sea ([7,8,?,7) una isodlgebra isotdpica de Lie sobre
el isocuerpo IA((ZL\,—T-, 2), asociado a un dlgebra (U,o,e,-) sobre el cuerpo
K(a,+, x). Se dice que S es un isoideal de U st, siendo el levantamiento
1sotopico de un ideal de U, es una zsosubalgebm de U tal que para todo
X @, XYes , para todo Y e U es decir, st S SUCS
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Veamos a continuaciéon algunos ejemplos de isoideales:

Ejemplo 5.2.8  Toda isodlgebra isotopica de Lie (7, asociada a un dl-
gebra de Lie U, es un isoideal de ella misma, pues U-U C U, siendo U
wsosubdlgebra de U y U ideal de U, de manera trivial. <

Ejemplo 5.2.9  Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.6, el conjunto
{S} donde S es el elemento unidad de una isodlgebra isotopica de Lie
(U, 0,®.) respecto a©, es un isoideal de U.

En efecto, en primer lugar, {S} es una 1sosubdlgebra de (7, ya que sequn

se ha visto, S = 6 por lo que se tiene que ({S},3,9,7) es el levantamiento
isotdpico de la subdlgebra (e ideal) ({6)} o,e,-) del dlgebra de Lie (U, o0,e,")
a la que estd asociado U. Como ademds ({S} ,®,%) es de forma evidente
subdlgebra de U, se llega a que efectivamente es una isosubdlgebra.

Falta ver ahora que {SYU C {S}, pero ello es inmediato por el resultado
(2) de la Proposicion 5.2.6. Con esto queda demostrado que {S} es un
isotdeal de U. <

A los dos ideales anteriores, {§} v U se les llama isoideales principales
de la isoalgebra U.

Ejemplo 5.2.10  Un tercer ejemplo de isoideal viene dado a partir de los
morfismos entre isodlgebras isotopicas de Lie. En la teoria convencional de
dlgebras de Lie sabemos que si® : U — U’ es un morfismo de dlgebras de
Lie entonces el niicleo de dicho morfismo es un ideal deU.

Sin embargo, en general, st p : U — U’ es un morfismo de isodlgebras
isotopicas de Lie, ker ¢ no tiene porqué ser un isoideal de U (aunque si
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serd un ideal de [7, considerando la estructura de dlgebra de éste ultimo).
Esto se debe a que puede fallar la condicion que viene siendo habitual en
estos casos, esto es, que aunque ker ¢ sea un ideal, no tiene porqué ser el
levantamiento isotopico de un ideal de una determinada dlgebra de Lie.

No obstante, vamos a probar que con las restricciones oportunas, si se
logra que ker ¢ sea un isoideal. Para ello bastard restringirnos a las condi-
ciones de la Proposicion 5.2.5. Asi, si tenemos dos isodlgebras isotdpicas
de Lie, ((7,’0\,?,7) y (/U\’, A, %, >), asociadas a las dlgebras de Lie ([7, o,e, )
y (U, A,~7,1>), respectivamente y ® : U — U’ un morfismo de_dlgebras
de Lie, podremos entonces deﬁnﬂr\&) U —U seqiin: EI\>()A() = ®(X), para

todo X € U. Entonces, si S =0 es el elemento unidad de U’ respecto a

A, tendremosqueq)( )—S’<:><D( ) =5 = 0o X ckerd e X €
ker ®. Por tanto, bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.5 se verifica que
ker & = ker ® y de esta forma, ker ® es una 1sotopia de un ideal del algebm
de Lie U. Como ademds tiene estructura de ideal deU considerando ® co-
mo morfismo entre dlgebras de Lie, llegamos a que ker @ es un isoideal de
(7, como queriamos probar. <

Para ver un cuarto ejemplo de isoideal de isodlgebra isotopica de Lie
damos antes la siguiente definicion:

Definicién 5.2.11 Se denomina centro de un zsoalgebm zsotopzca de Lie
(U 0,e.) al conjunto de isovectores X € U tales que XY = S para todo
Y € U donde S es el elemento unidad de U respecto a 0. En lo que sigue,
el centro se notard por cenl.

Ejemplo 5.2.12  Se tiene que cen U es un ideal de [7, considerando este
ultimo con la estructura de dlgebra. Sin embargo, para que sea un isoideal
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hace falta que fuese el levantamiento isotopico de un ideal de una determi-
nada dlgebra de Lie.

No obstante, el modelo que venimos utilizando hasta ahora, basado en
las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5 va a resolver nuevamente este problema.
En efecto, si ((7,8, ®.") es una isodlgebra asociada al dlgebra de Lie(U, o, e, -)
bajo dichas hipdtesis, siendo cenU/el centro del dlgebra de Lie U, entonces
)A(60671(7<:>)?7}7:X/~\Y:§:6>,pamtod0?€ﬁ<:>X~Y:6>, para
todoY € U & X € cenU. Por tanto, cenlU = cgn\U de donde se deduce
que cenU es el levantamiento zsotopzco de un ideal de un dlgebra de Lie, lo
que implica a su vez que cenU es un isoideal de U. <

Podemos recoger todos los ejemplos anteriores en la siguiente:

Proposiciéon 5.2.13  Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, si tene-
mos una isodlgebra (U o, A) asociada al algebm de Lie (U, o, e, ), entonces
los siguientes conjuntos: {S} Y cenU son isoideales de U. Ademds,
sid: U — U es un morﬁsmo de isodlgebras asociado a un morfismo
O : U — U, de dlgebras de Lie, entonces ker @ es un isoideal de U. O

Sin embargo, un resultado mas general vendra dado en la siguiente:

Proposiciéon 5.2.14  En las hipotesis de la Proposicion 5.1.7, dada una
isodlgebra isotdpica de Lie (U,3,9,7), asociada a un dlgebra de Lie (U, o, e, )
y dado  ideal de U, entonces el correspondiente levantamiento zsotopzco\s
es un isoideal de U.

Demostracion
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Por ser & ideal de U, serd en particular una subalgebra de U y por
tanto, al verificarse las hipotesis de la Proposicion 5.1.7, tenemos que@ es
una 1sosubalgebra de U. Ademas por construccion, dado XeS tendremos
que XY =X} Y, para todo Y € U. Entonces X € SeY el Uy por ser §
ideal de U, tendremos que X - Y E , de donde XY=X-Ye3 ; que es
la condicion que faltaba para que 3 fuese un isoideal de U ya que X era
un isovector arbitrario de & O

A continuacion veremos como obtener nuevos isoideales a partir de unos
dados. Para ello damos antes la siguiente:

Definicion 5.2.15  Sean (5\1,8 « )y (Ug, 0,e.) dos isodlgebras isotdpi-
cas de Lie. Se denomina suma de ambas al conjunto {X X10X2 | X1
U, ng € Uz}.

Se dice que la suma es directa si U\lﬂ@ = {§} y U\fl/]; —S. Al conjunto
de isovectores de la suma directa se le denotard por/U\l @® @

Notese que la escrltura en una suma directa de 1soalgebras 1sot0plcas de
L1e es unlca pues ¢ si X € U1 &5 U2 es tal que X = X10X2 = YloYQ, con
Xl,Yl € U1 y A XQ,YQ € Ug, entonces X1 Y1 = Yg Xg, con X1 Y1 € U1
e Y2 X2 € U2 Como Ul N U2 = {S} seran Xl Y1 e Yg Xg, lo que
demuestra que la escritura es tnica.

Se verifica ademas la siguiente:

Proposicién 5.2.16  Sea (U,3,9,7) una isodlgebra isoldpica de Lie. Da-
dos dos isoideales 1 y o de U, se verifican:
1. C\S/‘\l N C\S/‘\g es isoideal de U.

2. Ademds, bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, se verifican
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(a) 310y es isoideal de U.

(b) 37D,y es isoideal de U.

Demostracion

A partir de la teoria ConvenC10nal de Lie sabemos que dando al es-
tructura de algebra de Liey a \sl, \52 estructuras de ideales de U entonces,

/-\ /\

\sl BN \52 31099, S8 \52 son ideales de U.

Faltaria entonces ver que son levantamientos isotopicos de ideales de
una determinada algebra de Lie. Supongamos para ello que%/\j es el levan-
tamiento isotépico de 3, ideal de un algebra de Lie U, que sera el asociado
aU para j = 1,2. SeaXE\slﬂ\sg Entonces)?e\sj(j 1,2)
& X eQ(j=12e X €3NIy Por tanto, %Al N %/\2 = %1/0\%2 Como
ademas estamos baJO las hlpote51s de la Proposmlon 5.2.5, tendremos que
por un lado, \510\52 = 308y vy por otro, 318y = Jl/\\sQ, de donde se
prueba que en los tres casos tenemos levantamientos isotdpicos, y por tanto
se obtienen nuevos isoideales. O

Notese que para demostrar la tltima condicion sblo se han necesitado las
hipotesis de la Proposiciéon 5.1.2, pues de hecho la Proposicién 5.2.5 mejora
las hipotesis sobre la operacion o, mientras que la primera Proposicion soélo
mejora .

Terminaremos esta secciéon con el levantamiento isotopico de las alge-
bras derivadas de un algebra de Lie (U, o, e, ), esto es, con la generalizacion
isotopica del conjunto U - U. Como viene siendo habitual, dada una isoal-
gebra isotopica de Lie podemos considerar su estructura de algebra de Lie
y asi trabajar con el algebra UU , derivada de U. Ahora bien, restringién-
donos al modelo de construccion de la Proposicion 5.1.2, considerando que
U es el levantamiento isotopico del dlgebra de Lie (U, o, o, -), tendremos que
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UU = U/-\U, y por tanto, el algebra derivada de U es a su vez una isoal-
gebra, por ser el levantamiento isotopico de un algebra (que es el algebra
derivada de U). Podemos hablar entonces de la isodlgebra derivada de U.
Se tendra ademaés que la isodlgebra derivada de U es un isoideal de (7, pues
es el levantamiento isotopico del algebra derivada deU, que a su vez es ideal

de U.

Por otra parte nos interesara también estudiar, de forma anéloga al caso
convencional, cuando se verifica queU-U = S. Para ello damos previamente
la siguiente:

Definicién 5.2.17 Se dice que un isoideal S de una zsoalgebm isotopica de
Lie (U 0,e,%), es isoconmutativo si XY = S para todo Xeg S y para todo
YeU. A su vez, una isodlgebra isotopica de Lie se dirdisoconmutativa si
considerada como isoideal es isoconmutativa.

Se verifican entonces los siguientes resultados:

Proposiciéon 5.2.18  Una isodlgebra isotopica de Lie es isoconmutativa
sty solo st su isodlgebra derivada es nula.

Demostracion

Sea (U 0,®,) una 1soalgebra 1sot0plca de Lie. EntoncesU es isoconmu-
tativa < XY =5, VX,Y € U & UU = O

Proposicion 5.2.19  Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, una isodl-
gebra (U,0,9) asociada a un dlgebra de Lie (U o, e, -) es isoconmutativa
sty solo st U es conmutativa.
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Demostracion

Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.5, sabemos que dados)A(, Y €
~ A~ A~ — -~ —_ —_ A~ o~
U, entonces XY =X-Y=5= 0 X -Y = 0. Por tanto, como X,Y
son isovectores arbitrarios en U, se tiene que U es isoconmutativa < U es
conmutativa. O

5.3 Tipos de isoalgebras isotopicas de Lie

Daremos en esta seccién algunos ejemplos de isodlgebras isotopicas de Lie.
Comenzaremos estudiando las dlgebras de Lie-Santilli (véase [98] y [174])
y seguiremos con el estudio de algunos tipos de isodlgebras isotopicas de
Lie, entre ellas las isosimples, 1sosemisimples, isorresolubles, isonilpotentes
e 1sofiliformes.

5.3.1 Algebras de Lie-Santilli

Definicién 5.3.1  Sea (17,8,?,3 una 1sodlgebra isoasociativa sobre un
1S0CUETPO }A((Zi, T, X). Se denomina producto corchete de Lie-Santilli res-
pecto a ™, y se representa por |.,.]s, a la operacion producto conmutador
en U asociado a”™, es decir, a la operacion definida segin: [)/(\',?]5 =
(XY) — (Y°X), para todos X,Y € U. A la isodlgebra (U,3,9,]., ]s) se
le denomina entonces algebra de Lie-Santilli.

Vamos a comprobar a continuacién que el nombre dado en esta defini-
cion a la isoalgebra ([7 ,0,9,[.,.]s) no es arbitrario. Para ello, comenzamos
observando que ((7,8, ®) es un espacio vectorial sobre }?(ZZ, T, X), por ser
(U,S, ®) una isoalgebra sobre dicho cuerpo. Ademaés, para todosa € K y
)A(,}A/,Z € [7, se tienen
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by [,782)s = (RV82)) — (V32)X) = (X7)a(%°2))-
(FR)B(Z28%) = (RT)B(R7) — (V%) — (%) =
(RF) ~ (PR - (7)) = (X, T]6(%, Zls.

Q) X6V, Z]s = (R6F7)  (FAXT)) = (F2)5(72)~
(ZX)3(ZY)) = (X-2)o(Y2) — (Z:X) = (Z°V) =
(X°2) = (2:X))o((Y-2) = (2Y)) = [X, Z]so]Y', Z]s,

y por tanto, (ﬁ,g, e [.,.]s) es un algebra sobre }A((/d, F,X). Ademés es un

)
)
)
<) S
n
@
<
D
=,
) B
o
I
=

d)  [(@X)o(beY), Z]s = (e X, Z)55[bwY . Z)s = (@[, Z]5)5(bs[Y", Z]s)
e) [)A(,(Aa?Y)a(E?g)]s ZA[XA,a?Y]SS[A ,A?Z]SA: Ea?[X,Y]AS)SA(b?[X,Z]S)
X V]s = (XF) = (V) = ~((V3X) = (X)) = [V, X]s

g) Isoidentidad de Jacobi:

(Y°Z) = (ZY), X]s8[(Z°X) — (X°Z),Y]s = (XY)—
(VX))Z) — (ZUXY) - (YX)o((YZ) — (ZY))X) -
(X(Y"Z) — (ZY)B((Z°X) — (XZ))Y) - (YUZX) - (XZ))) =

A~ A AN A~ (/\/\/\ AN A

(XY 2)o(XZY)o(Z°XY) —
siendo S el elemento unidad de U respecto a 9).

Sin embargo, lo que no puede asegurarse en principio es que((/]\, o, [.,.]s)
sea isotopica de Lie, pues de hecho no sabemos ni siquiera si es isoalgebra,

va que para ello [.,.]s deberia ser el levantamiento isotopico de la segunda
operacion interna de un algebra U. No obstante, esto puede solucionarse
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restringiéndonos a las condiciones de la Proposiciéon 5.2.5, que en particu-
lar eliminaban los problemas referentes a los elementos inversos respecto a
las primeras operaciones de un algebra y de una isoalgebra asociada. Bajo
dichas condiciones ademas, si |[.,.] representa al producto corchete de Lie
respecto a - en el algebra U (definido segin: [X,Y] = (X -Y) — (Y - X),
para todos X,Y € U y coincidente por tanto con el producto conmutador
asociado a -), se tiene entonces que el producto corchete de Lie-Santilli que-
da definido segiin: [X, V] = (X7V) — (Y?X) = (X -Y) — (Y - X))OT =

[X,Y]O7 = [X, Y], para todos X,Y € U.

Por tanto, se tendria asi que el producto corchete de Lie-Santilli no
es mas que el levantamiento isotopico por el modelo del isoproducto, del
producto corchete de Lie. Sise impone ademas que (U, o, e, -) sea un algebra
asociativa, se tiene, de forma analoga al caso isotopico que acabamos de ver,
que (U, 0,e,[.,.]) es un algebra de Lie. (Convencionalmente, aU dotado de
esta nueva operacion interna se le representa por U~ y se le llama dlgebra
conmutadora del algebra asociativa U). Por otra parte, en caso de que U
sea un algebra admisible de Lie, también se llegaria, por propia definicién
de admisibilidad de Lie, a que (U, o, e,[.,.]) es un algebra de Lie.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos anteriores, se llegaria final-
mente a que ((7,8, e, [.,.]s) es una isoalgebra sobre el isocuerpo IA((EL\, T, %),
correspondiente al levantamiento isotopico del algebra (U, o, e, [.,.]) sobre
el cuerpo K (a,+, X), bajo una isotopia en las condiciones de la Proposi-
cion 5.2.5. Como ademés también se verifican las condiciones necesarias
para ser isoalgebra isotopica de Lie (al verificarse los axiomas de la Defini-
cion 5.2.1 por ser algebra de Lie), se ha probado finalmente el siguiente
resultado:

Proposicion 5.3.2  Sea (U,0,,") una isodlgebra isoasociativa sobre un
isocuerpo K(a,+, X), asociada a un dlgebra (U, o, e, ) definida sobre el cuer-
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po K(a,+, x), bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.5. Entonces, el
dlgebra de Lie-Santilli ([7',8, e [.,.]s), correspondiente a la isodlgebra ante-
rior, es una isodlgebra isotopica de Lie si el dlgebraU es o bien asociativa
o bien admisible de Lie. En este caso, el dlgebra de Lie-Santilli serd un
levantamiento isotdpico asociado al dlgebra de Lie (U, o, [.,.]). O

Notese también que bajo las condiciones de la Proposiciéon 5.2.5, siU
N
es una algebra conmutativa y 0 es el elemento unidad de U respecto a o,

entonces el producto corchete de Lie-Santilli es constante e igual aﬁ, ya
que, para todos X, Y € U, se tiene que [X,Y]s = (X -Y) — (V- X))OI =
(X-Y)—(X-Y)OI = 007 = 0. Se corrobora asi entonces que U serfa
una isoalgebra isoconmutativa (como indica la Proposicion 5.1.2, bajo cuyas
condiciones nos encontramos), pues, para todos X,Y € U, se tendria que

X V]s=0=(YV -X)— (Y -X)OI = ((V-X)—(X-Y)OI = [V, X]s.

Por otro lado, si bajo las condiciones de la Proposiciéon 5.3.2, se sigue
el modelo de isotopia dado en el Ejemplo 4.1.3, cabe destacar que el le-
vantamiento isotopico (U, 3,9, [, .]s) conserva las constantes de estructura
del algebra (U, o,e,[.,.]) (véase [174]), en el siguiente sentido: como ese
modelo de isotopia conserva los sistemas de generadores, pues de hecho
conserva bases, si {Xy}r=1, n» es un sistema generador de U, entonces
{)/(\k = XkD/[\}kzl,...,n serd un sistema generador de U. Entonces, fijados
dos de esos generadores Xi, X; € U, tales que [X;, Xj] = (cj; ® Xl) .0
(cf; @ Xy), con ¢f; € K, para todo k € {1,...,n}, se tiene que [Xz,X ]5 =
[Xi,Xj]DI /—\((cij e Xj)o...0 (cij ° Xn))DI = (cijoXl) (cijoXn) =
(c;; @ X1)o...o(c];®X,). Por tanto, si {¢};}r=1,..» son las constantes de
estructura asoc1adas a los generadores X; y X; de U entonces las iso-
constantes de estructura asociadas a los generadores X y X de U son

{C?,j = Ci,j * [}k=1,..‘,n-
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Veamos a continuaciéon un ejemplo de algebra de Lie-Santilli:

Ejemplo 5.3.3  Consideremos el dlgebra (M,«n(R),+,e,-) definida so-
bre el cuerpo (R, +, %) y el isodlgebra (M, x,(R),+,9,") definida sobre el
isocuerpo (R, +, X), dados en el Ejemplo 5.1.5. Como la isotopia sequida es
la dada en ese ejemplo, que verifica las hipotesis de la Proposicion 5.1.2, es-
tando ademds el levantamiento & = + definido seqin: ATB = (A+ B)e2,
para todos A, B € M,x,(R), nos encontramos en las condiciones de la
Proposicion 5.2.5.

Como ademds el dlgebra (M,xn(R),+,e,-) es asociativa, se tiene por la
Proposicion 5.1.2 que la isodlgebra (M, s, (R), +,9,%) es isoasociativo, y por
tanto, (M,xn(R),+,9,[.,.]s) es un dlgebra de Lie-Santilli, estando definido
el producto corchete de Lie-Santilli segun: [/Al, E]S = (gAE) — (BA4) =
((A-B)—(B-A))e2, para todos A, B € M,«n(R).

Ademas, por ser (M,x,(R),+, e, ) asocialiva, la Proposicion 5.3.2 ase-

gura que (M,xn(R),+,9,[.,.]s) es una isodlgebra isotopica de Lie sobre
(R, +, X) (asociada al dlgebra conmutadora (M,.,(R),+,e,[.,.]), donde
[.,.] denota el producto corchete de Lie respecto a la operacion-). <4

5.3.2 Isoalgebras isotdpicas de Lie isosimples e isosemi-
simples

Se va a estudiar a continuacion el levantamiento isotopico de las algebras
de Lie simples y semisimples. Comenzamos con unas definiciones previas:

Definicién 5.3.4  Un isodlgebra isotopica de Lie U se dice isosimple si
stendo una isotopia de un dlgebra de Lie simple, verifica ademds que no
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es 1soconmutativa y que los unicos isoideales que contiene son los triviales.
Andlogamente, U se dice isosemisimple si siendo una isotopia de un dlgebra
de Lie semisimple, no contiene isoideales isoconmutativos no triviales.

A partir de la definiciéon anterior y dado que toda algebra de Lie semisim-
ple es un algebra de Lie simple, tendremos que toda isodlgebra isotopica de
Lie isosemisimple es una isoalgebra isotopica de Lie isosimple. Ademaés se
tiene que si (U,3,,) es un isoalgebra isotopica de Lie isosimple, entonces
UU = U pues ya se ha visto que el isoadlgebra derivada es un isoideal de
U que al no ser ésta isoconmutativa, no puede ser UU = {S} y por tanto,
necesariamente, UU = U al ser éste el otro isoideal existente en U.

El siguiente paso es estudiar cuando se puede asegurar que una isodlge-
bra isotopica de Lie es isosimple o isosemisimple dependiendo del algebra
de la que se ha levantado. Un primer intento serfa ver qué ocurre en las
condiciones de la Proposicion 5.2.5.

Supongamos entonces una isodlgebra ([7,8, ®") asociada a un algebra de
Lie (U, o0,e,-). Si suponemos que U es un algebra de Lie simple, entonces U
no es conmutativa y los inicos ideales que contiene son los triviales. Ahora
bien, la Proposici()n 5.2.19 asegura entonces que U no es isoconmutativa.
Por tanto, para que U sea isosimple bastara ver que los tinicos isoideales que
contiene son los triviales. Ahora bien, siS es un isoideal de U debera estar
asociado entonces, por definicién, a un ideal & de U, que deberé ser o bien
{ﬁ} o bien la propia U, por ser U simple y ser éstos los ideales triviales.

~
Cx Cx

Entonces, si & = {6)}, se tiene que & = {6)} = {S}ysiS =U,
entonces S = U , por lo que los tnicos isoideales de U son también los
triviales, con lo que se llega finalmente a que U es una isoalgebra isotopica
de Lie isosimple. Ademés, como el tltimo razonamiento puede hacerse

analogamente para isodlgebras isotopicas de Lie isosemisimples, se deduce
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la siguiente:

Proposicion 5.3.5 En las condiciones de la Proposicion 5.2.5, si(U, 0, e, )
es un dlgebra de Lie simple (semisimple, respectivamente), entonces el le-
vantamiento isotdpico (ﬁ,g, ®.") es una isodlgebra isotopica de Lie isosimple
(isosemisimple, respectivamente). a

Finalmente, se va a probar que, al igual que sucede en la teoria conven-
cional de Lie, se verifica la siguiente:

Proposiciéon 5.3.6  Se verifican

1. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.1.2, toda isodlgebra isotopica
de Lie isosemisimple (U, 0,9~ verifica UU = U.

2. Bajo las condiciones de la Proposicion 5.2.5, todo isodlgebra isotopica
de Lie 1sosemisimple es suma directa de isodlgebras isotopicas de Lie
1sostmples.

Demostracion

Para probar (1), consideremos ((7 ,0,®,~) una isoalgebra isotopica de Lie
isosemisimple (que estara entonces asociada a un algebra de Lie semisimple
(U,o0,e,-)). Segun la teoria convencional de Lie sabemos que toda élgebra
de Lie semisimple verifica que su algebra derivada coincide con ella misma.
Entonces, en nuestro caso, seraU-U = U. Pero entonces, dado que estamos
en las condiciones de la Proposicion 5.1.2, serd UU=U-U = U lo que
demuestra el resultado.

Para probar (2), sea ahora (U,9,e,~) una isodlgebra isotopica de Lie
isosemisimple (que estara asociada entonces a un algebra de Lie semisimple
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(U,0,e,-)). También, por la teoria convencional de Lie, sabemos que toda
algebra de Lie semisimple es suma directa de dlgebras de Lie simples. Supon-
gamos en primer lugar que dicha algebra semisimple es suma directa de dos
algebras de Lie simples. Entonces, se verificaraU = U; G Us, con (Ul, o,e, )

(Uy, 0,0, -) dos algebras de Lie simples. Veamos entonces queU U1 ) Ug,
lo que probaria (2). Para ello, tomemos X € U. Entonces X € U y podré
escribirse X = Xj0X5, con X; € Uy y Xy € Us. Como ademas estamos en las
COIldlClOIleS de la Proposmlon 5.2.5, se | tendria queX Xl 0 Xy = )/(\18)/(\2,
donde X1 € U1 y Xg € U2 Como X es un isovector arbitrario de U y

DNl =UiNUp = T =Sy Uil = U, Ty = 0 = S, tendremos
finalmente que U= 5\1 &%) Ug, que es lo que se buscaba, pues Ul y U2 son
isoalgebras isotopicas de Lie isosimples, por la Proposicion 5.3.5. En el caso
de que el algebra semisimple fuese suma directa de més de dos algebras de
Lie simples, el razonamiento seria analogo. O

5.3.3 Isoalgebras isotépicas de Lie isorresolubles

Veremos ahora el levantamiento isotépico de las algebras de Lie resolubles.

Definicion 5.3.7  Una isodlgebra isotépica de Lie ((7,8, ®.") se dice iso-
rresoluble si, siendo una isotopia de un dlgebra de Lie resoluble, en la suce-
510M
U1:U, UQZU'\U, U3:U2/'\U2, ---,Ui:Uifl/'\Uifla---

(denominada sucesion de isorresolubilidad), eziste un nimero naturaln, tal
que U, = {S}. El menor de estos nimeros se denominaindice de isorresol-
ubilidad del isodlgebra.

Esta misma definicion es también vdlida para el caso de los isoideales
de la isodlgebra.
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Se verifica entonces la siguiente:

Proposiciéon 5.3.8  Bajo las hipotesis de la Proposicion 5.2.5, el levanta-
miento isotdpico (U,0,.~) de un dlgebra de Lie resoluble (U, 0, e,+) es una
1sodlgebra isotopica de Lie isorresoluble.

Demostracion

Es inmediata, ya que por ser U resoluble, existe n € N tal que U,, = 0.

., . A~ — _ ~
Pero entonces, por construccion, se tiene que U, = U, = 0 = S, lo que
implica que U es isorresoluble, al ser en particular una isoalgebra isotopica
de Lie que esta en las condiciones de la Proposicion 5.2.5. O

Un ejemplo sencillo de isodlgebra isorresoluble lo constituyen las isodlge-
bras isotopicas de Lie isoconmutativas, pues verifican por definicion que
UU = U, = {S}. Con ello se tiene ademés que toda isodlgebra isoconmuta-
tiva no nula tiene indice de isorresolubilidad 2, siendo 1 el de la isoalgebra
trivial {S7}.

Se va a probar ahora que, al igual que sucede en la teoria convencional
de Lie, se verifican los siguientes resultados:

Proposicién 5.3.9  Sea ((7,8, ®.") una isodlgebra isotdpica de Lie asocia-
da a un dlgebra de Lie (U, o, e, ). Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.1.2,

se verifican:
1. ﬁi es isoideal de U y de ﬁi_l, para todo v € N.

2. SiU es wsorresoluble, siendo U resoluble, entonces toda isosubdlgebra
de U es isorresoluble.
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3. La interseccion y el producto de dos isoideales isorresolubles deU son
isoideales isorresolubles. Ademds, bajo las hipdtesis de la Proposi-
cion 5.2.5, también lo serd la suma de dos isoideales isorresolubles.

Demostracion

Para probar (1 ) 51gulendo el modelo de construccion de la Proposicion 5.1.2,
tenemos que U = Ul, para todo ¢ € N. Ahora bien, segin la teoria con-
vencional de Lie, U; es un ideal de U y de U,_;. Por tanto, usando la
Proposicion 5.2.14, llegamos a que U es un isoideal de U y de UZ 1.

Para probar (2), sea W una isosubélgebra de U (que estara entonces aso-
ciada a una subélgebra W de U). La teoria convencional de Lie asegura
entonces que W es resoluble. Por tanto, el razonamiento utilizado en la
demostracion de la Proposicion 5.3.8 nos lleva también a que/W es 1sor-
resoluble, como queriamos probar. Noétese que este razonamiento se puede
usar aunque no estemos en las hipotesis de la Proposicion 5.2.5, ya que
lo que interesa en nuestro caso particular es el modelo de construccion del
isoproducto ~.

Para probar (3), la Proposicion 5.2.16 asegura que en los tres casos pro-
puestos se vuelven a obtener nuevos isoideales. Bastara por tanto usar de
nuevo el razonamiento utilizado en la demostracion de la Proposicion 5.3.8
para deducir que los tres nuevos isoideales son también isorresolubles. O

Usando este tltimo resultado (3) se llega a que la suma de todos los iso-
ideales isorresolubles de U es otro isoideal isorresoluble. Este nuevo isoideal
recibe el nombre de isorradical de [7 distinguiéndolo asi del radical de U
que serla la suma de todos los 1deales resolubles de U. Se denotara por
isorad U, para no confundirlo con rad U, y siempre contendra a {S}, al ser
éste un isoideal isorresoluble trivial de toda isodlgebra. Obsérvese también
que, dado que todo isoideal isorresoluble de U es un ideal resoluble de (7,
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se tiene que isorad U C rad U. De ahi que si U es isorresoluble entonces
U = isorad U = rad U pues en particular U seria resoluble.

También se tendra la siguiente:

Proposiciéon 5.3.10  Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.6, siU es
una isodlgebra isotopica de Lie isosemisimple, entoncesisorad U = {S}.

Demostracion

En efecto, por definicion, U ser4 el levantamiento isotopico de un algebra
de Lie semisimple U. Entonces, de acuerdo con la teoria convencional de
Lie tendremos que rad U = {6)} Pero como {S} C isorad U C radU,
llegamos finalmente a que isorad U= {§} a

5.3.4 IsoAlgebras isotdpicas de Lie isonilpotentes e iso-
filiformes

Terminaremos esta subseccién y con ella esta introduccion a la isoteoria
de Lie-Santilli realizando el levantamiento isotopico de las algebras de Lie
nilpotentes y de un caso particular de ellas, como son las algebras de Lie
filiformes. Comenzamos con la definicion de isodlgebra isonilpotente.

Definicién 5.3.11  Una isodlgebra isotdpica de Lie (6,8, ") se dice iso-
nilpotente si, siendo una isotopia de un dlgebra de Lie nilpotente, en la
sucesion

Ul =0, =UU, U*=0%U,.., U0 =U0""U,...
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(que se demomina sucesion de isonilpotencia), eziste un nimero natural n
tal que Un = {§} El menor de estos nimeros naturales se denominaindice
de isonilpotencia del isodlgebra.

Esta misma definicion es también vdlida para el caso de los isoideales

de la isodlgebra.

De esta definicion se deduce de forma inmediata que toda isodlgebra
isotopica de Lie isonilpotente es isorresoluble, pues todo algebra de Lie
nilpotente es resoluble y ademas, (71 - Ui, para todo ¢ € N. También se
tiene de forma evidente que toda isoalgebra isotdpica de Lie isoconmutativa
no nula es isonilpotente, de indice de isonilpotencia 2, siendo 1 el indice de
isonilpotencia de la isoalgebra {S}.

Se verifica ademas la siguiente:

Proposicion 5.3.12  Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, el levan-
tamiento isotdpico (U,0,9,~) de un dlgebra de Lie nilpotente (U,0,e,-) es
una wsodlgebra isotopica de Lie isonilpotente.

Demostracion

La misma Proposicién 5.2.5 ya garantiza que U es una isoalgebra isoto-
pica de Lie. Entonces, como por ser U nilpotente existen € N, tal que U" =
H
{0}, usando el modelo de construccion utilizado en la Proposicion 5.2.5,
que es el habitual del isoproducto, tendremos que U™ = U = {6)} = {5},
con lo que se llega finalmente a que U es isonilpotente. a

Por otro lado, adaptando los resultados propios de la teoria convencional
de Lie a esta nueva situacion, probaremos la siguiente:
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Proposiciéon 5.3.13  Sea ((7,6, ®.") una isodlgebra isotdpica de Lie aso-
ciada a un dlgebra de Lie (U,o,e,-) . Se verifican entonces:

1. Bajo las hipotesis de la Proposicion 5.2.5, la suma de dos isoideales
1sonilpotentes de U es otro isoideal isonilpotente.

2. Si ademds U es 1sonilpotente, siendo U nilpotente, entonces

(a) Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.1.7, toda isosubdlgebra de
U es isonilpotente.

(b) Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, si U es 1sonilpotente
no nula, su centro es no nulo.

Demostracion

Para probar (1), por la Proposicion 5.2.16 ya se tiene que la suma es un
nuevo isoideal. El mismo razonamiento de la demostracion de la Proposi-
cion 5.3.12 nos sirve también para asegurar que este nuevo isoideal es ademas
isonilpotente.

Para probar (2.a), sea W una isosubalgebra de U (que estara asociada a
una subalgebra W de U). Como por la teoria convencional de Lie, W es
un subdlgebra nilpotente de U y como la construcciéon usada es la del mo-
delo del isoproducto™, se llega, al igual que se vio en la demostracion de la
Proposicion 5.3.12, al resultado pedido.

Para probar (2.b), supongamos U # {S}. Entonces debe ser U # {6)}
H
Por una parte, la teoria convencional de Lie asegura quecen U # {0 }.

., . 73 - = - -~
Por otra, por construccion se tiene que cen U = cenU y {0} = {S} y
por iltimo, estamos trabajando en base a una isounidad que es invertible
respecto a la operacion * (que seran los elementos de isotopia con los que

se haya realizado el levantamiento isotopico en cuestion). De todo ello se
deduce que cen U # {S}. O
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De forma analoga al caso isorresoluble, usando el resultado (1) anterior se
llega a que la suma de todos los isoideales isonilpotentes deU es otro isoideal
isonilpotente, al que denotaremos isonihil-radical de U , para distinguirlo
del nihil-radical de U , suma de sus ideales radicales. Lo representaremos
por isonil-rad (7, para distinguirlo de nil- rad (7, verificAndose ademas
claramente que tsonil-rad U C nil-rad UNisorad U C nil-rad U C rad U.

Por otro lado, se puede relacionar una isoalgebra isotépica de Lie isorre-
soluble con su isoalgebra derivada mediante la siguiente:

Proposicion 5.3.14  Bajo las hipdtesis de la Proposicion 5.2.5, una iso-
dalgebra isotopica de Lie es isorresoluble si y solo si su 1sodlgebra derivada
es isonilpotente.

Demostracion

Sea U una isodlgebra isotopica de Lie isorresoluble, que estara asociada
a un algebra de Lie U, resoluble. Sabemos, por la teoria convencional de
Lie, que esto es equivalente a que el algebra derivada de U es nilpotente.
Entonces, la Proposicion 5.3.12 asegura que la isodlgebra derivada deU es
isonilpotente, al coincidir por construccion con el levantamiento isotopico

del algebra derivada de U, al ser UU=U-U.

Usando entonces esta ultima igualdad, tenemos que si la isodlgebra deri-
vada de U es isonilpotente, entonces el dlgebra derivada de U, de la que es
levantamiento isotopico, debe ser nilpotente, con lo cualU debe ser resoluble
y por tanto, segin la Proposiciéon 5.3.8, U ser4 isorresoluble. O

Finalizaremos este Capitulo y con ello este texto estudiando el levan-
tamiento isotopico de las dlgebras de Lie filiformes y algunas observaciones
destacables:
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Definicion 5.3.15 Una isodlgebra isotdpica de Lie isonilpotente ([7,8, )
se dice isofiliforme si, siendo una isotopia de un dlgebra de Lie filiforme,
verifica que diim U2 =n —2,...,dim U’ =n —1,...,dim U™ = 0, siendo
dim U =n .

Observemos que toda la teoria referente a un algebra de Lie filiformeU
estd fundamentada en términos de la base de dicho algebra. Asi, a partir
de una cierta base {ey,...,e,} de U, preferiblemente base adaptada, po-
dremos estudiar las dimensiones de U y de los elementos de la sucesion de
nilpotencia, los invariantes i y j de U y en general, el resto de propiedades
a partir de los coeficientes de estructura, que son de hecho los elementos
fundamentales en el estudio de un algebra de Lie filiforme.

Ahora bien, en un levantamiento isotopico ya hemos visto que en ge-
neral no tienen porqué conservarse ni los elementos de la base de partida,
ni la dimensiéon de ésta. Por tanto, el estudio de las relaciones entre una
isoalgebra isofiliforme y el algebra filiforme del que se ha obtenido la primera
por isotopia, no puede hacerse de la misma forma a como se ha venido
haciendo hasta ahora.

Por otro lado, sabemos que si seguimos el modelo de construccion de
isotopia del Ejemplo 4.1.3, si se tendra la conservacion de la base de par-
tida en el sentido ya visto en su momento acerca de la conservacion de
las constantes de estructura. Esto tltimo implica en particular que no se
pueden relacionar isotépicamente mediante este modelo algebras filiformes
de la misma dimensiéon, pero con coeficientes de estructura distintos. Por
tanto, si fijada un algebra de Lie filiforme, realizamos una isotopia siguiendo
convenientemente el modelo del Ejemplo 4.1.3, el isodlgebra isofiliforme a
la que se llegue se comportaré en todo momento de la misma manera que
la inicial, teniendo sus mismas propiedades.
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Seria entonces interesante poder relacionar algebras filiformes de distin-
tas dimensiones o bien de igual dimension, pero de distintos coeficientes de
estructura. Esto tltimo lo podemos lograr no obstante desde el punto de
vista mas general de la teoria de las isotopias. Bastaria para ello, dadas
dos algebras de Lie filiformes U y U’, de bases respectivas {e,...,e,} y

{€},... e}, considerar a U’ como el levantado isotopico de U, tomando
U = U', con base {é; = €},...,¢é, = €/}. Este procedimiento seria una

isotopia en el sentido més general de su definicion, ya que se trata de un
levantamiento matematico de una estructura inicial como es un algebra de
Lie filiforme, que da como resultado una nueva estructura que verifica los
mismos axiomas que la inicial, esto es, llegamos a una nueva algebra de Lie
filiforme.

Con esto se demostraria un caso particular de un tema ya mencionado
anteriormente para otras estructuras: que en el nivel axioméatico podemos
considerar que todas las algebras de Lie filiformes de la misma dimensiéon
pueden identificarse isotopicamente, con lo cual tendriamos en particular
que isotopicamente solo existe un tipo de isodlgebra isotépica de Lie isofili-
forme para cada dimension posible.

Senalar por ultimo que el hecho de haber considerado este caso tan parti-
cular de algebras de Lie filiformes es debido a que éstas constituyen el motivo
central de estudio del Grupo de Investigacion dentro del cual se presenta este
texto. No obstante, un desarrollo mas especifico del levantamiento de este
tipo de algebras se saldria del marco que nos hemos planteado al principio
de nuestro estudio, acerca de introducir la isoteoria de Lie-Santilli. Por este
motivo, con lo que acabamos de ver quedan patente las mejoras que logra
la isoteoria de Lie-Santilli y la posibilidad de concretar mas estas mejoras.
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